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Es sei y durch die irreducible algebraische Gleichung 
mten Grades 



F{x, y) = /j fx{^) y =0 

als algebraische Funktion von x definirt, wobei die f be- 
kanntlich stets als ganze rationale Funktionen von x vor- 
ausgesetzt werden können. Die durch diese Gleichung be- 
stimmte m blättrige Riemann'sche Fläche T habe das Ge- 
schlecht I?, sodass stets Systeme von 'p und nicht- mehr linear 
unabhängigen Abel 'sehen Integralen 1. Gattung für dieses 
algebraische Gebilde existiren. 

In dieser Fläche T denken wir uns ^ Stellen (a;, y) = 
(c^, d^ (A == 1, 2, . . ._p) beliebig, aber fest gewählt, während 
(ic, y) = (Xj^^ y^){X=l,2, . , .p) p von einander unabhängig 
und unbeschränkt veränderliche Stellen der Fläche T be- 
deuten mögen. Sind dann i2^ (x, y) (A = 1, 2, . . .|)) irgend p 
rationale Funktionen von x und y, so definiren wir p Grössen 
v^ (A = 1, 2, . . . p) durch das Gleichungssystem 

+ 



(I) 



iE] (x,y)dx-\- \ Ri (x,y)dx + ...+ / Ä. («:, y)dx 
B^ ix,y) dx-\- I B2(x,y)dx-\-.. . + i IL(x,y)dx 



/(='■., ».) /»{«.. !fa) 

R^(x,y)äao-\- 1 B/x,y)dx-\-. 



/^"p.yp) 
B^(x,y)dx 
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als Funktionen von Xi, X2, . . . x^ nnter der Voranssetzung, 
dass hierbei die za libereinanderstehenden Integralen ge- 
hörigen Integrationswege äbereinstimmen, im Uebrigen aber 
beliebig sind. 

Es ist nnn ans der Theorie der Ab eischen Funktionen 
bekannt, dass, wenn man sich auf die Fälle beschränkt, wo 
äie B^{x,y) {X = 1^2^... p) irgend p linear unabhängige 
Integranden I. Gattung sind, das System (I) eindeutig um- 
kehrbar wird, in dem Sinne, dass, wenn man vi, ^2, . . • t^p 
als unabhängige Variable betrachtet, zn jeden Werthsystem 
t?i, t;2, ... Vp, solange die Bahnen dieser Grösse wirklich 
unabhängig von einander verlaufen, ein und nur ein System 
von Stellen (x, y) = (J^, \) (A = 1, 2, . . . j>) gehört, mit denen 
die Stellen (a;^, y^) (^ = 1, 2, . . ♦!?) in irgend einer Reihen- 
folge übereinstimmen müssen, um die Relationen (I) bei ge- 
eigneter Verfügung über die Integrationswege zu erfüllen. 

Die Lösung des Jacobi 'sehen Umkehrproblems ist 
nun weiter nichts, als die Ermittelung dieser Stellen (^^, i}^), 
wodurch man zur Bildung der Abel 'sehen Funktionen, d. h. 
der rationalen symmetrischen Funktionen von Xi^ x^^ , . . x^ 
geführt wird, die sich als eindeutige Funktionen von 
Vi, vj, . . . Vp ergeben und durch Thetafunktionen darstell- 
bar sind. 

Es liegt nun sehr nahe, sich die Frage vorzulegen, 
ob die oben genannte Beschränkung hinsichtlich der 
B^ {x, 2/) (A = 1, 2, . . . p) nicht allein die hinreichende, sondern 
auch die nothwendige Bedingung dafür ist, damit das 
System (I) in dem angegebenen Sinne eindeutig umkehrbar 
bleibt Unter Benutzung von Schlussweisen, die von Herrn 
Professor Fuchs namentlich in einer, in den Abhandlungen 
der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen im Jahre 
1881 erschienenen Arbeit angewandt sind, gelingt es nun 
zu beweisen, dass diese Frage bejahend zu beantworten 
ist, dass man sich also in der That auf linear unabhängige 
Abel'sche Integrale 1. Gattung beschränken muss, wenn 
man an der Forderung der oben definirten eindeutigen Um- 
kehrbarkeit des Systems (I) festhält. 



§ 1. 
Damit überhaupt die durch (I) deflnirten Grössen 
Vi , t;2 , . ♦ . Vp als unabhängige Variable betrachtet werden 
können, müssen die gewählten Funktionen Bj^{x,y) {X=^l,2 ,,.p) 
linear unabhängig von einander sein; existirte nämlich eine 
identisch erfüllte Relatien 
p 

sobald man für /i, y«, . ♦ . Yp passende constante Werthe 
wählt, ohne dass diese sämmtlich verschwinden, so würden 
die hieraus sich ergebenden Identäten 



p 



rA^^.i y^) = o{i=i,2,,..p) 



das identische Verschwinden der Determinante 

^x («11 yi)i -Ba («2, 2/2), • • • -Ba («pi 2/p) 

-Bp (a^i 2/1), -Bp (äj., 2/8), ...Rj, top, 2/p) 
uns folglich, da diese weiter nichts ist als die 
determinante 

9^1 9^1 ^Vi 



^'unktional- 



dx, ' 


aa;, ' • • • 


^^P 


^Vf 


3t;8 


»y. 


dxi ' 


3«, ' • • • 


a^p 


^ 


^»'P 


^ 



9a!i ' 9x« ' * * * 9Xp 

eine Beziehung zwischen den Variablen v^, vj, ♦ • • t;^ nach 
sich ziehen. 

Ebensowenig wie hiernach eine der Funktionen 

E, Ix, y) identisch verschwinden darf, darf auch -=r—. r- 
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nicht identisch Null sein; da dann B^{x,y)= — — über- 

B^ (x, y) 
haupt nicht als rationale Funktion von x und y zu be- 
trachten wäre. 

Die Funktionen Bj^ (x, y) (A = 1, 2, . • . p) können somit 
sicher nur eine endliche Anzahl von Null- und Unendlich- 
keitsstellen besitzen. Femer müssen diese Funktionen 
offenbar so gewählt sein, dass die Eeihen, welche durch 
allgemeine gliedweise Integration der Entwickelungen ent- 
stehen, die die Funktionen B^ (x, y) in der Umgebung der 
angenommenen unteren Integrationsgrenzen {cj^.dj) (ä:=1, 
2, . . , p) besitzen, für diese Stellen keine unendlich grossen 
Werthe ergeben, denn sonst würde für jede beliebige in 
der Nähe von (c^, d^) gelegene Stelle (a?^, i/^) das Integral 



Bj^(x,y)dx=co 



h 



sein. In der Umgebung der genannten Stelle würde also 
dieses Integral als Grenzwerth und folglich auch die Definition 
(I) jeden Sinn verlieren. 

Aus diesen Eesultaten lässt sich nun ein Satz ableiten, 
der uns später von Nutzen sein wird: 

Es seien {x, y) = (Jj, ijj), (Jg, ^2), . • . beliebig gegebene 
Stellen der Riemann'schen Fläche in endlicher Anzahl und 
^1,^2, ♦ . .^4 irgend k verschiedene aus den Zahlen 1, 
2,. . .p. Dannn lassen sich, so wird behauptet, für alle 
Werthe ä=1,2, . . .^, nach Annahme willkürlicher con- 
stanter Werthe /i, y», . . . y^, von denen wenigstens einer 
von Null verschieden ist, stets k — 1 von (Jj, ij^), (J2, ijg), . . . 
verschiedene Stellen {x, y) = («i, ft), (a», ß^\ . . . (a^^^, ß^_^^ 
so bestimmen, dass die Determinante 
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D,= 



/i, \ («1, ß^\ Rx, («3, ß,\ . . . i2,^ K_i, ß,_,) 
y«, i2^ (ai, ft), iü;^ («e, /?2), . . • i2;, («,_i, ßu-i) 



r,. B., («1, ßx\ ^x, («2, W, . . . ß,, («,_i, /?,_i) 
welche für ä = 1 in Di = Yi übergeht, einen von Null 
verschiedenen endlichen Werth besitzt: 

da für Ä: = 2 eine der Grössen yj, y« nicht Null ist, so ist 
Yi R^ (x,y) — Y2 Bx^ U, y\ weil ein identisches Verschwinden 
dieses Ausdruckes mit der linearen Unabhängigkeit der Funk- 
tionen B^, jB^, also a fortiori der Funktionen JKi, iE«, • . . -ß^ 
unverträglich ist, eine algebraische Funktion von Xy die 
eine wohlbestimmte, endliche Anzahl von Nullstellen besitzt 
Nach Ausschluss derselben sowie der Unendlichkeitsstellen 
von B^^^x^ bleiben somit unendlich viele auch von (Ji,^i), 
('^2, ^a), . . . verschiedene Stellen {x, y) = (a^, ft) übrig, für 
die D% = Yi B-^ («i, ßi) — Y2 B^^ («i, ßi) einen endlichen, von 
Null verschiedenen Werth besitzt. Da also unser Satz für 
&= 1,2 richtig ist, so brauchen wir nur noch den Schluss 
der vollständigen Induction anzuwenden. Indem wir dem- 
gemäss voraussetzen, der Satz sei für irgend einen Werth 
k=l bewiesen, können wir offenbar l— 1 von (J^, %), 
(^21 ^2), . . . verschieden Stellen (a?, 2/) = («1, A), («8»Ä), . . . 
(«/_i, ft_i) so wählen, dass nicht nur die mit D^ identische, 
zum Element B^ («,, ß^) in der Determinante D^_j_i gehörige 
Unterdeterminante weder Null noch unendlich ist, sondern, 
dass auch die zu den übrigen Elementen der letzten Colonne 
von 2)^_^j gehörigen Unterdeterminanten endliche Werthe 
haben, die wir resp. mit <Ji, «^2, . . . ^i bezeichnen wollen. 
Hierzu ist nämlich nur nöthig, ausser den Unendlichkeits- 
stellen von JK, , iE, , B. auch noch die von JK, bei der 

Wahl der Stellen (a^, ft), («2, M . ♦ ♦ («/_i, ft^i) auszu- 
schliessen, was wir dadurch bewirken können, dass wir 
uns die genannten Unendlichkeitsstellen von vornherein mit 
unter die Stellen (Ji, iji), (Ja, 1J2), ♦ , , aufgenommen denken. 
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Da sich nun, nachdem diese Wahl getroffen, durch Ent- 
wickelung nach der letzten Colonne 

ergiett, wenn wir den erhaltenen Werth von D^ mit rf^^ 
bezeichnen, und da 

ii B^(x, y) + (^2 JK^ (a;, y) + . . . + i^j^^Rj^^^^{x, y) 
wegen S^_^=^ o in Folge der linearen Unabhängigkeit der 
R als nicht identisch verschwindende algebraische Funktion 
von X, solange l -\- l^p ist, sicher nur eine endliche An- 
zahl von Null- und Unendlichkeitsstellen besitzt, so folgt, 
dass wir auch für (a„ ß^) noch unendlich viele von (Ji, iji), 
(Ja, ^2), . . . verschiedene Stellen wählen können, für die 
D^j weder Null noch unendlich wird; d. h. der Satz gilt 
auch für A: = J + 1 und ist somit nach Obigem allgemein 
bewiesen* 

Mit denselben Mitteln lässt sich in ganz ähnlicher 
Weise auch folgender, später anzuwendender Satz beweisen: 

Es seien J^, J21 ♦ • • beliebig gegebene Werthe in 
endlicher Anzahl und A^, Ag, . . . A^ irgend k verschiedene 
aus den Zahlen 1, 2, . « « j?, dann lassen sich für alle 
Werthe /c = 1, 2, . . . _p stets k von J^, ^29 • • • ^^^ von 
einander verschiedene Werthe x = «i, «2^ ♦ • ♦ «* so wählen, 
dass die k.m Determinanten, die sich aus 

-Bi. («1,2/1), -Kl, («2, 2/2)1 . . • ^xS^k^Vk) 

j _ ßx, («11 2/1)1 ^x, («2, 2/2), • — -Bi, («*, Vk) 

-Biik («11 2/1), -^i*(«2y2), . • • -Bii,Ki2/i) 
ergeben, wenn man hierin für i/^ (A = 1, 2, . . . A:) die 
sämmtlichen m Wurzelwerthe y der Gleichung F {a^, y) = 
unabhängig von einander successive einsetzt, lauter von Null 
verschiedene endliche Werthe besitzen: 

Ist Ä: = 1, so braucht man, um der Forderung zu ge- 
nügen, bei der Wahl x= 0^ offenbar ausser li, J21 • • ♦ 
nur die sicher in endlicher Anzahl vorhandener Werthe von 
X zu vermeiden, für die sich Null- oder Unendlichkeits- 
stellen von jB^ (a;, y) ergeben. 
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Setzen wir ferner voraus, dass der Satz für irgend 
ein Ä: = Z richtig ist, so können wir uns l von 5i, ?2i • • • 
und von einander verschiedene Werthe a; = 04, «2, . . ♦ «, so 
gewählt denken, dass für die genannten Wurzelwerthe sich 
nicht nur für die mit J^ identische, zu JS, (a^^^, y^J in 
^1^1 gehörige Unterdeterminante lauter endliche von Null 
verschiedene Werthe gegeben, sondern dass auch die zu den 
übrigen Elementen der letzten Colonne von Jj^^ gehörigen 
ünterdeterminanten U^ U2, . - - ü^ endlich bleiben; denn 
hierzu ist offenbar nur nöthig, ausser den Werthen von x, für 
die B^(x^ 1/), i2^(i», y), . . . Bj^{x, y) Unendlichkeitsstellen 
besitzen, auch noch diejenigen bei der Wahl auszuschliessen, 
für die iZ^ (a?, y) unendlich wird, was sich dadurch er- 
reichen lässt, dass wir uns alle diese Werthe von x unter 
die Werthe Ji, ^2» • • • von Anfang an mit aufgenommen 
denken. Nach jeder solchen Wahl ergeben sich dann aus 
üi . B,{x, y) + U^ R,{x, y) + . . . H-. ü; R^ix, y) + J, B,^^{x, y) 
nach jeder Einsetzung entsprechender Wurzelwerthe in 
Z7i, Z72, ♦ . . Z7„ J^ rationale Funktionen von und x y, die wegen 
der linearen Unabhängigkeit der R und wegen -^, =^ nicht 
identisch verschwinden können, so dass es sicher nur eine 
endliche Anzahl [von x-Werthen giebt, für welche eine 
dieser Funktionen Null oder unendlich wird. Nach Aus- 
schliessung dieser a;-Werthe, sowie der Werthe Jj, ^29 • • 
bleiben somit noch unendlich viele, auch von 04, «2, . . . a, 
verschiedener Werthe übrig, die für a^^ gewählt werden 
können, damit die Grössen 

+ ^^^;i,(Vi' M + ^^^iiH-i^Vi' M' 
welchen Wurzelwerth man auch für y^^^^ einsetzen mag, 
endlich und von Null verschieden sind; d. h. unser Satz 
gilt für Ä: = Z + 1, sobald er für ä = Z bewiesen ist ; da 
er nun für Zc = 1, wie wir sahen, richtig ist, so ist hiermit 
seine allgemeine Gültigkeit durch vollständige Induktion 
dargethan« 
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§2. 

Im weiteren Verlauf dieser Untersuchung werden wir 
davon Gebrauch zu machen haben, dass sich stets rationale 
Funktionen von x und y bestimmen lassen, welche an einer 
beliebig gewählten Stelle (a;, 2/)=:(a, 6) der Biemann'schen 
Fläche mit einer willkürlich vorgeschriebenen Ordnungs- 
zahl U verschwinden. 

Obwohl dieser Satz sich als Folgerung aus der 
Theorie der Elementarintegrale 2. Gattung ergiebt, einer 
Theorie, mit deren Hülfe man Abersche Integrale 2. Gat- 
tung mit verschwindenden Periodicitätsmoduln, also rationale 
Funktionen von x und y bilden kann, die an vorgeschrie- 
benen Stellen mit vorgeschriebenen Ordnungszahlen unend- 
lich gross werden und sonst überall endlich bleiben, wofern 
nur die Anzahl der gegebenen Stellen gross genug ist, so 
möchte ich doch gern einen von mir gefundenen einfachen 
Beweis, der von der genannten Theorie ganz unabhängig 
ist, an dieser Stelle entwickeln: 

Die Gesammtheit aller rationalen Funktionen von x 
und y wollen wir, da sie sich durch die rationalen Ope- 
rationen reproduciren, den Körper K nennen, als dessen 
Elemente wir die genannten Funktionen bezeichnen. Offen- 
bar genügt es nun vollständig, zu zeigen, dass K im Ele- 
ment U enthält, das an der Stelle (a, 6) genau erster Ord- 
nung verschwindet: denn dann erfüllt sofort das ebenfalls 
in K vorhandene Element i2* die gestellte Bedingung. 

Es sei nun, um gleich den allgemeinsten Fall ins 
Auge zu fassen, (a, 6) eine Verzweigungsstelle (a — 1)*^ 
Ordnung, wobei also 1 < a < tw sein muss ; d. h. die die 
Riemann'sche Fläche definirende Funktion y kehrt in der 
Umgebung dieser Stelle nach je a und nicht nach weniger 
Umläufen, die rc um a in der gewöhnlichen complexen 
Ebene macht, zu ihren Werthen zurück, und es ist, wenn 
wir, jenachdem a im Endlichen liegt, oder mit dem unend- 
lich fernen Punkte zusammenfällt, J = o; — a oder J = — 

X 
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setzen und t = ?" definieren, y ebenso wie überhaupt jedes 
in K enthaltene Element 8 in der Form 

8 = tUÄo-{'Ä,t + A,t^+ . , .) 
in der Umgebung der Stelle (a, 6) darstellbar, worin der 
erste Coefficient Aq von Null verschieden ist, während die 
ganze rationale Zahl s, wenn sie positiv ist, die Ordnungs- 
zahl des Verschwindens von 8 an dieser Stelle angiebt 

Da sich der Fall a=i einfach damit erledigt, dass 
dann schon das in K enthaltene Element 5 die gewünschte 
Ordnungszahl 1 an der Stelle (a, b) besitzt, so setzen wir 
a > 1 voraus, so dass sich a sicher als Product von Prim- 
zahlen darstellen lässt. 

Die Erledigung dieses Falles erleichtert uns die Be- 
merkung, dass, wenn 8 irgend ein Element von K ist, 

j q 

nothwendig auch t .-tt ei» solches sein muss, obwohl im 

(t X 

Allgemeinen weder t noch ^— in jBT enthalten sein worden; 

dt 

denn aus J = t" folgt 

dS_ dS dj_ ^dS_ dS dx 

d oß 
womit die Behauptung bewiesen, da ^-r entweder mit 1 oder 

1 /7 Q 

mit zr- identisch ist, und da -^— bekanntlich ebenso wie 

V dx 

J als rationale Funktion von x und y darstellbar ist» 

Offenbar lässt sich stets eine ganze positive Zahl r so 

wählen, dass das durch y^=i^,y definierte Element yi von 

K an der Stelle (a, b) sicher verschwindet, auch, wenn y 

bei Annäherung an diese Stelle dem absoluten Betrage 

nach über alle Grenzen wachsen sollte« Es besitzt also j/x 

in der Umgebung der Stelle eine Entwickelung von der Form 

während dann die, durch die ßekursionsformel 
y. = t.-%^(i« = 2,3, ...) 
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definierten Funktionen, die nach unserer Bemerkung eben- 
falls sämmtlich in K enthalten sind, in der Umgebung der 
Stelle (a, 5), wie durch successive Differentiationen leicht 
ersichtlich, die Entwickelungen 

V = 1 

besitzen. Wenn wir nun auch zulassen müssen, dass be- 
liebig viele der Coefflcienten %, 02, . . . verschwinden, so 
ist doch so viel gewiss, dass für jede in a enthaltene Prim- 
zahl q sich nothwendig von Null verschiedene Coefflcienten 
a^i angeben lassen müssen, deren index X nicht durch q 
theilbar ist. Wäre dies nämlich nicht der Fall, so würde 
die Darstellung der Funktion y^ in der genannten Um- 
gebung die Form 

annehmen, d. h. y^ wäre in der Umgebung der Stelle (a, 6) 
nach ganzen positiven Potenzen von 

iL _L 

OL 

worin die ganze positive Zahl «i = — sicher kleiner als a 

ist, entwickelbar und folglich würde wegen y-^ auch die 

definierende Funktion t/ = ^ schon nach «i, also nach 

weniger als a Umläufen von a; um a in der complexen 
Ebene zu ihren Werthen zurückkehren, was mit der voraus- 
gesetzten Ordnung der Verzweigung in Widerspruch steht. 
Es sei demgemäss a^^ der erste in der Entwickelung 
von yx auftretende von Null verschiedene Coefficient, dessen 
index X nicht durch q theilbar ist; so bilden wir aus den 
Funktionen 2/1, 2/21 •• ♦ Vx^ indem wir unter Ci, C2, . . . c^^ 
noch näher zu bestimmende Constante verstehen die 
Funktion 

1 = Ci t/i + C2 2/2 + • • , + hVx^ 
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die nach Obigem ebenfalls ein Element von K ist und in 
der Umgebung von (a?, y) = (a, 6), wie leicht zu sehen, die 
Entwickelung 

OD i__i 

n =2«r (Ci + ■" . Ca + v» Ca + . . . + V Cj) t" 
» = 1 
besitzt. Definieren wir daher c^, Cg, . . . C;i als Lösungen 
des linearen, nicht homogenen Qleichangss^pstems 

( C1 + C2 + C8 + - . .+Ci = 

Ci + 2C2 + 2»C8 + . . .-^2'-\ = o 



Ci + ß- 1)C2 + (A - 1)*C3 + . . . + (A 
Ct+Ac, + A»C8 + . . .-[-X^~\=^ 



1) 



iX-U — . 



was wegen a^^^o und weil die Auflösungsdeterminante 
1 1 12, . . . 1^-^ 
1 2 2», . 



nil— 1 



als Differenzenproduct der von einander verschiedenen 
Zahlen 1, 2, . . ♦ A ebenfalls von Null verschieden ist, stets 
und nur auf eine Weise geschehen kann, so geht die Ent- 
wickelung von ij über in die Form 

d. h. ri verschwindet genau mit der Ordnungszahl A an der 
Stelle (a, &), wobei X nicht durch q theilbar ist. 

Wir ersehen also hieraus, dass, wenn g'i, ^2, . ♦ . q^ 
die verschiedenen in a aufgehenden Primzahlen sind, wir 
sicher q in K vorhandene Elemente i/i, %, . . . \ zu bilden 
in der Lage sind von der Beschaffenheit, dass, wenn wir 
ihre Ordnungszahlen des Verschwindens an der Stelle 
(x, y) = (a, 6) resp. mit A^, As, ... A bezeichnen, dies 
ganze positive Zahlen sind, von denen Ai nicht durch g^i, 
A2 nicht durch ^2 etc. und A nicht durch q theilbar ist. 
Da also der grösste gemeinsame Divisor der Zahlen A^, 
A2, . ♦ . A a hiernach sicher den Werth 1 hat, so lassen 



(1) 
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sich, wie aus den Elementen der Zahlentheorie bekannt, 
stets p + 1 ganze rationale Zahlen Wi, «2> • • • w » n so 
bestimmen, dass 

Wi^i+n2A2 + . . . + n^X^ + na = l 
wird. Setzen wir dann R^zirj^'"' , ri^ . . . \^ -^""^ so ist 
R sicher ein in K vorhandenes Element, also eine rationale 
Funktion von x und y die an der Stelle (x^ y)z=(a, 6), 
wie leicht ersichtlich, genau mit der Ordnungszahl 1 Null 
wird, und hiermit ist nach Obigem die eingangs dieses 
Paragraphen aufgestellte Behauptung als vollständig be- 
wiesen zu betrachten. 

§3. 

Von entscheidender Bedeutung für das Gelingen des 
in Rede stehenden Beweises ist endlich folgender allge- 
meiner Satz: 

Es seien für ein gewisses um den Nullpunkt abge- 
grenztes Variabilitätsbereich p Grössen v^{X=1^2^.. .p) 
durch das Gleichungssystem 
Vi = an a^i +012 ÄJ2 4- . . • + ai,p_i ajp_i + a^p^ + O^ {xi, a^, . . . x^) 



Ä = 



pi pa pp 



einen von Null verschiedenen Werth besitzt, und dass die 
Ausdrücke Gj^{xi,X2,. . .a^p (A= 1, 2, . . . p) nach ganzen 
positiven Potenzen von a^i, a^s, . . . x^ fortschreitende 
Potenzreihen darstellen, deren Glieder mindestens von der 
zweiten Dimension hinsichtlich dieser Grössen sind und x^^ 



x^ 



^p=%i^+%2^^ + • • • +^P, p-i^p-i + V^P + ^p (^1 ' ^1 ' • • • ^p) 
als Funktionen der unabhängigen Variablen xi^ x^^ . . . x^ 
definiert unter der Voraussetzung, dass die aus den Con- 
stanten a gebildete Determinante 

021 «»2 . . . a^p 
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da, wo es isolirt auftritt, mit einem Exponenten enthalten, 
der grösser ist, als die ganze positive von Null verschiedene 
Zahl n. Dann lässt sich zeigen, dass sich nach Annahme 
einer beliebig kleinen Zahl S>o stets in beliebiger Nähe 
des Nullpunktes p Kreise Zi, Z2, . . . K^ von endlicher 
Ausdehnung in der complexen Ebene beschreiben lassen, 
welche folgende Bedeutung haben: Man betrachte in (1) 
vi,V2, ..♦Vp als unabhängige Veränderliche und beschränke 
ihre Variabilität beziehungsweise auf das Innere der Kreise 
Kl, K2, . . . -STp, wodurch oflfenbar in keiner Weise ver- 
hindert wird, dass die Bahnen der v unabhängig von ein- 
ander verlaufen. Es gehören dann zu jedem willkürlich 
gewählten Werthesysteme i;i, t;2, . . . v^ Werthesysteme a^, 
icg, . . ♦ iCp, welche die Gleichungen (1) erfüllen und den 
Bedingungen \ x^\ <d(X=zl^ 2, . • . p) genügen, und zwar 
können hierbei für x^^ stets n von einander und von Null 
verschiedene Werthe gesetzt werden» 

Der Beweis dieses Satzes gestaltet sich folgender- 
maassen : 

Der Convergenzbereich der Potenzreihen O möge 
durch die Bedingungen \ x. \ < R.(i= 1, 2, . . . p) gegeben 
sein ; führen wir dann p — 1 Grössen ^i, ^'2, . • . e:^^^ ein, 
indem wir Xj^ = x'^2:^ (&=1, 2, • . . p — 1) setzen, so 
werden die i;-Funktionen von i^i, -s'a, . . . ^p^^^x^, indem 
insbesondere die O nach ganzen positiven Potenzen dieser 
Grössen fortschreiten und für unabhängige Werthe der- 
selben sicher convergent bleiben, wenn wir der Variabilität 

JB. 
dieser neuen Veränderlichen die Bedingungen \zA <— ^(jt=i, 

2, . . . i? — 1), I iCp I < -Bp dictiren. Nach den über die O 
gemachten Voraussetzungen erhalten aber die Glieder dieser 
Ausdrücke durch die angewandte Substitution den gemein- 
samen Faktor x^, so dass offenbar auch die Grössen 

V 

-^ (m ^ 1, 2, . . . ^) für die eben genannten Bereiche 
endliche, stetige, eindeutige und differentiierbare Funktionen 
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Von Zi, z%^ *"^p-v^p siD^9 welche sich nach dem Taylor'- 
schen Satze, wie leicht ersichtlich in der Form 

(2) ^ = a^p + %i ^1 + a^a ^8 + • • • + %, p-i Vi + ^^ ^P 
p 

+ -Ha i^U ^2, • . • Vi' ^p) 

entwickeln lassen, worin die b^ wohlbestimmte Constante 

sind, während die fi^, anfangend mit den Gliedern zweiter 

Dimension, nach ganzen positiven Potenzen von ;8'i, iS'«, ♦ . . 

-s'«_i, ic„ fortschreiten, 
p— 1' p 

Da die Reihenfolge der Gleichungen (1) nnd (2) gleich- 
gültig ist, so können wir voraussetzen, dass | a^^ \ der 
grösste der absoluten Beträge | a^^ \ (ju = i, 2, . . .j?) sei; 
folglich muss, da wegen Ä=¥^o eine der Grössen a^^ {fi = 1, 
2 , . . . ^) sicher von Null verschieden ist nothwendig 
a^=4=o und überdies 



o< 






<l{k=pl,2,...p-l) 



V 

sein. Aus a^^o ergiebt sich wegen (2), dass -^ für alle 

Werthe zi^ z%^ - . . Vi' ^p ^^^ hinlänglich kleinen abso- 
luten Beträgen durchweg von Null verschieden ist. Daher 
sind auch für dieselben Bereiche die Funktionen 



X 

— ^— (fc=i, 2, . . . I? — 1) (die für p = l natürlich 



V V 

p i 



^; 



ganz in Fortfall kommen) nach dem Taylor'schen Satze in 
der Form 

= C*o + C.i^i + C^^2 + . . . + C,,p_i^p_i + ßk^p + 



^p 



(& = 1, 2, . • . 1? - 1) 
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eütwickelbar, worin die J"^ wiederum nach ganzen positiven 
Potenzen von zi^ z%^ . . . z^_^^ x^ fortschreiten, indem sie 
mit den Gliedern zweiter Dimension beginnen, während 
sich nach dem genannten Satze und wegen (2): 



pp 




— "2 Kf^/ — 1,2,.«.^-1) 



*i=«»= • 



'*p-i=*p= 



ergiebt. Auf die Werthe der constanten Grössen ßi, ß^ . 
ß . kommt es uns nicht an. 



rp-i 



Nun gilt wegen 

an ai8 . . . a. 



A=: 



ein a22 < 



%1 %2 ' • 



a 



pp 



pp pi p> p— 1 
^ip ^11 ♦ • • ^1, p_i 



Vi,pVm---^p-i»p-i 



dass nach dem Sylvester'schen Determinantensatze 
du di2 . . . d. 



A=: 



pp 



*a 



'?22 



. d 



"1» p-i 

8iP-l 



^«_1, 1 ^p^i- o • • • ^- 



*p-l, 1 "'p-1, 2 • • • ^p-l,p-l 

ist, wenn man die Determinanten zweiten Grades a^a^^ — 
^kp%x ^^^ ^kx bezeichnet; also ergiebt sich für die Deter- 
minante 

dn di2 



C = 



Cii 
C21 



Cl2 
C22 



C2P.1 



A 



Wp_i,p__i 



^p-l,l^p-l,2- 



*lp-l 
^2p -1 



p— l,p— 1 



dass (7 = — ist ; es hat also wegen A=^o und wegen 

, pp 

Äpp =f= die Determinante C einen endlichen, von Null ver- 
schiedenen Werth, während für die Grössen c^^ die Re- 
lationen 



(3) 



~1) 
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ö<|c^l<l(Ä=l, 2, . 

bestehen. Definieren wir noch w. =■ - 

p 
p — l) und w^=^x^^ so erhalten wir aus den letzten Reihen- 
entwickelungen das Gleichungssystem: 

%-rCp_i,i^i+Cp_i^5^2+...+Cp_i,p_iVi+^P-i^pH-i (^^'^«' • • • Vl'^p) 
woraus sich wegen 

Cu Ci2 ... Cip_i/?i 



C21 C22 



. c 



2,P-1 



ß2 



^p-1,1 *'p-l,2 • ♦ • ^p-l,p-l ^'p 
... 1 



ß.-^ 



= C4=o 



nach einem bekannten Satze fiir unabhängige Werthe von 
wi^ W2, . . . w;p__i, x^ von hinlänglich kleinen absoluten Be- 
trägen Potenzentwicklungen 

^i = ^x (^ii w;2, . . . %_i, %) ==■ ^^ (w;i, m, ' . . %_!, a^p) 

(A = 1, 2, . . . p - 1) 

eindeutig als ümkehrungen ergeben; und zwar nehmen 

diese Potenzentwicklungen, wenn wir unter dem Constanten- 

system 





/ eil 


ei2 


• • «ip \ 




( 


^ e« 


622 . 


. '% 




\ 


\^. 


^p8 • 


...J 




das reciproke System zu 








/ ^" 


C12 


. . . 


^i,P-i 


Ä 


c» 


C22 


. ♦ . 


f8,P-l 


if» 


, ^p-i, 1 


^p-1, 


2 • ♦ 


*^p-l, p-1 


^P-1 


\ 





, , 





1 
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verstehen, die Form an 

Z2=e2iWi+e22Wi-i- . . . +e2,p^i%_i+e2p^p+-M'2 im,W2, • . . %_!, x^) 

worin die M nach ganzen positiven Potenzen von w;i, 
W2, ' ' ' w;p_ii ^p fortschreiten nnd in jedem Gliede min- 
destens von der zweiten Dimension hinsichtlich dieser 
Grössen sind. 

Diese Ausdrücke für ^i, i8'2, • . . ^p_i denken wir uns 
in die letzte der Gleichungen (2) eingesetzt und erhalten 
hierdurch nach dem Taylor'schen Satze eine analoge Potenz- 
entwickelung 



^P 



X] 



=a^+aiwi+a2tv2+ ''+%^^w^^+ apXp+ M{wuW2,...Wp_^,Xp) 
p 

worin ai, ag, . . . a^ leicht zu bestimmende Constante sind, 
während von M dasselbe gilt, wie von obigen Ausdrücken 
ifi, if2, . . . Mp_^. Da a^p H=" ö ist, so können wir aus 

V 

dieser Darstellung von -^, indem wir beiderseits die wte 

Xp " 

Wurzel ausziehen und ip = v^ definieren, mit Hülfe des 
binomischen Lehrsatzes für hinlänglich kleine Werthe von 

\wi\^ \w2\^ . . . |%_il, |iCp|, nachdem wir für a^ = a^^ einen 

beliebigen der n von Null verschiedenen Wurzelwerthe 
fixiert haben, die Gleichung 

-^=%+aiWi+a2W2+...+%^iW^_i+a^x^+N{wi,W2,..^Wp_^^^ 
p 

und hieraus 

% = «pp ^p + P(^u W2, ... w^^, x^) 

herleiten, worin von der Constanten a^^ «i, «2, ... a^_j, a^ 
die erste sicher von Null verschieden ist, während JV^ und P 



W M^ X 



(5) 



nach ganzen positiven Potenzen von u;i, w^^ 
fortschreiten und nur Glieder von zweiter oder höherer 
Dimension hinsichtlich dieser Grössen enthalten. 

Betrachten wir daher, indem wir für einen Augenblick 
ti =z Wi, ti = u% . . . tp_j^ = Wp_^ definiren, das System 

U=h wi + 0. W2 + ... + O. t/;p_i+ 0- x^-{- 



tp =0. Wi + 0. M;a+--. + 0. %_i+%aJp+P(tt;i,M;2,. 

so tolgt aus 

1 ... 
1 ... 



'W^ 



P-i'-^P 



^^.) 








..10 
. ♦ a 



=Ho 



nach dem bereits bei (3) benutzten Satze eine analoge üm- 
kehrung wie dort, die wir hier in die Gleichung 

(6) i»p= — tp+Q(M;i,w;2, ...w;p_,tp) 
pp 
zusammenfassen können, worin Q, anfangend mit den Gliedern 
zweiter Dimension nach ganzen positiven Potenzen von 

1 



Wi, t^2, 



^^« *i t„ fortschreitet und — 

p—r p Q^ 



wegen a 



einen endlichen, von Null verschiedenen Werth besitzt. 

Es sei nun \ wi\ <Qu\ Wi\<Q2,.. . \ w^^ \ <?p_i, 
I tp I < (>p der Bereich, für welchen Q convergent ist, so ist 
dies a fortiori der Fall, wenn wir nunmehr der Variabilität 
von m;i, w%^ ... t^p_i, i^ die Bedingungen 

Im;, |<|tp|<(^(i=l,2,...p-l) 
vorschreiben, indem wir unter q eine vorläufig noch unbe- 
stimmte, aber an die Ungleichungen 

gebundene positive Grösse verstehen. 
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Sind e^ ^«, • . . e^ die sämmtlichen nte» Einheits- 
wurzeln, so stellen tf^ = e^ i^^^ (A = 1, 2, • . ♦ n) die sämmt- 
lichen Werthe, die t^ für ein bestimmtes v^ der Gleichung 
Vp = tp gemäss annehmen kann, dar, wenn t^°> irgend einer 
derselben ist* 

Die hierzu nach Annahme eines Werthsystems wi^ 
Wi^ . , . Wp_^ zufolge der Gleichung (6) gehörigen Werthe 
von x^ mögen resp. mit x^^^ (A = 1, 2, . • . n) bezeichnet sein. 
Der absolute Betrag von t^^^ sei t, so dass sich | tf^ \ = v 
(A = 1, 2, . . . n) und | v^ | = t'* ergiebt, wobei nach unserer 
letzten Festsetzung 

\w,\<T<Q(i=h2,...p-l) 
sein muss. Femer werde der kleinste der absoluten Be- 
träge I e^ — e;i I r ' f; T I' ^' • • * ^"j r genannt, so dass y, 

da es bekanntlich die Länge einer Seite des dem Einheits- 
kreise einbeschriebenen regulären n-Ecks darstellt, eine nur 
von n abhängige von Null verschiedene Grösse ist, die 
jedoch nicht grösser als der Durchmesser dieses Kreises, 
also nicht grösser als 2 sein kann. Bezeichnet man end- 
lich die Reihe der absoluten Beträge der Glieder von 
Q (m;i, «i?2, . . . %_!, tp)^ nachdem man hierin wi = w;« = . . . = 
Wp_^ = tp = T gesetzt hat, wodurch letztere den gemein- 
samen Faktor r^ erhalten, mit t^,8^ so lässt sich wegen 
der absoluten Convergenz von Q sicher eine endliche posi- 
tive Zahl g angeben derart, dass für alle Werthe r<(f 

g>2S 
ist, während andererseits die Relationen 

r'S> I Q{wuW2,...w^,,tf^) I (A=l,2,...n) 
für alle in dem betrachteten Bereiche liegenden Werthe- 
systeme ti;i, Wi, . 

Während daher einerseits 



%_i» if^ bestehen. 



(t(*) _ t(^)) 



pp 



.r. 



eu — e. 



>Y 



pp 



ist, folgt andererseits 
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so lange r > ist. Wählen wir also für q einen beliebig 
kleinen positiven echten Bruch der Ungleichungen 



0<ö<-^ 
9 
erfüllt und schreiben, nachdem wir hierauf noch eine zweite 

positive Zähl c beliebig im Sinne der Ungleichungen 

0<a<(i 
angenommen haben, vor, dass 

cr< T < Q 

sein soll, so ergiebt sich gt<y 
gx^<y 



also nach Obigem 



, also 



V9 



>Q(«'l,M'«,...%_l,t^>)-<?(M'l,W2,...%_i,t<'') 

/Ä, A = 1, 2, . . . n\ 



und folglich 

<^-4'>=^(t<*>-tf)+Q(te;i,u-,,...«',_,,t«)-Q(«;.,«;,,...«;^,,tW)=i=0 
w 
d.h. zu jedem, in den Bereichen | w. \ <o'(2 = l,2,...p— 1), 

^^ I ^p I ^ ?" liegenden Werthesysteme m;i, w%^ . . . t^p^^, x\ 
gehören vermöge der Gleichung (6) genau n Werthe von a;^, 
die sämmtlich verschieden sind und von denen keiner ver- 
schwindet, denn wegen | tp | = t folgt auf Grund der bereits 
festgestellten Relationen, dass 



\Q{w,,W2,...w^^^,i^\<x^8<\gx^<\y 



also wegen -^ y < 1 a fortiori : 



Q(w;i,w;8, ...%_i,tp) 



ist, also ajp= — tp 4- Q(ti;i,fi;2, ...%_!, tp)=t=0. 
pp 





1 


< 


t 




a p 




pp 
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Da wir uns hierbei <s und q noch beliebig verkleinert 
denken können, so können wir hinsichtlich der Anfangs 
vorgeschriebenen beliebig kleinen Zahl rf > o, wie aus der 
Stetigkeit der für die NuUwerthe ihrer Argumente ver- 
schwindenden Potenzreihen (6) und (4) hervorgeht, offenbar 
auch erreichen, dass diese n Werthe von x^ für jedes in 
den angegebenen Bereichen liegende Werthesystem u'i, wg, 
• • • %-ii ^V sämmtlich den Relationen \ x^\ <S genügen 
und überdies den absoluten Beträgen noch so klein sind, 
dass die aus ihnen in Verbindung mit w;i, w^-» . . . w^_^ aus 
(4) sich ergebenden Werthesystem -s'i, ^2, . . . z^^i alle die 

Ungleichungen | -s', | < ^_^ (i = 1, 2, . • . p—\) erfüllen 

und dass endlich auch die Convergenzbedingungen der Potenz- 
reihen (5) und (3) gewahrt sind. 

Nunmehr, nachdem die Zahlen (>, c den angegebenen 
Bedingungen gemäss festgelegt sind, wählen wir innerhalb 
der Fläche des mit dem inneren Radius <;'* und dem äusseren 
Radius (>•* um den Nullpunkt beschriebenen Kreisringes be- 
liebig einen Punkt a und beschreiben um ihn einen Kreis 
Zp, dessen Radius r^ der Ungleichung 

^^-^ 
genügt und unter allen Umständen so klein bemessen ist, 
dass K^ ganz in der Fläche des Kreisringes enthalten ist. 
Hierauf construiren wir um die Punkte a.c^^(&=l,2,..,^— 1) 
beziehungsweise die Kreise Ä]^ (ä: = 1, 2, . . . p—l) deren 
Radien r^ wir, je nachdem Cj^^ Null oder von Null ver- 
schieden ist, den Ungleichungen 

|rj<<r-+i oder \r,\<r^.\ c,^ \ 
unterwerfen. Wegen | c^^ | < 1 (ä: = 1, 2, . . . p—\) liegen 
dann, wie leicht ersichtlich, die Mittelpunkte sämmtlicher 
Kreise ^,, ^2, . . . K^ innerhalb des mit dem Radius q"" 
um den Nullpunkt beschriebenen Kreises, so dass wir sie, 
da wir q beliebig verkleinern dürfen, • in der That beliebig 
nahe an den Nullpunkt heranrücken können. 



Wählen wir nun für i;i, t;2, . . . Vp ein willkürliches 
Werthsystem derart, dass v^ innerhalb K^ (A= l, 2, . . .^) 
liegt, so ergiebt sich hieraus wegen v^ =\^ o ein eindeutig 
bestimmtes Werthsystem 

^^=1. ^10» w;2 = — — C20, . . . %_, =— Cp_.i,„ Vp , 

wobei oflfenbar v^ die Relationen 

erfüllt. Für die ti;;^ (ä — 1, 2, . . . p — 1) gilt, falls c^ = o, 

^* I ^* I 

also t^. = — , also \ w.\ ^=- A — r ist» dass, da nach unseren 

^p I^pI 

Festsetzungen in diesem Falle | t;^ ! < <y*+^ und | v^ | > <r^ 

ist, nothwendig | m;^ | < — ^— = er sein muss ; ist dagegen 

c*o ^ so folgt, da Vp in dem mit dem Radius r^ um a ge- 
schlagenen Kreise K^, also c^^ . v^ in dem mit den Radius 
. I r. I um den Piinlft a . c. &{ 



fp A ho\ ^™ d®^ Punkt a . c^^ geschlagenen Kreise Lj^ liegt, 
dass in diesem Falle wegen | r^ | < rp | c^^ | der Kreis K^, 
ganz im Kreise Lj^ enthalten ist ; mithin sind v^ und c^^^ , v^ 
zwei Punkte im Innern desselben Kreises Lj^ woraus sich 
1^* — Cjt^ Vp I < 2 rp I c^fco I , also wegen 2 r^^K 0**+^ und wegen 
1 c^ I < 1 die Ungleichung | v^ — c^^^ v^ \ < a^^ ergiebt ; mit- 
hin ist in Anbetracht von | Vp | > 0** wiederum 



k 






Es zeigt sich also, dass das zu dem gewählten Werth- 
system i;i, v%^ ... v^ eindeutig gehörende Werthsystem 
wu w% . . , %-.v ^p gerade diejenigen Bedingungen erfüllt, 
welche, wie wir sahen, hinreichend sind, damit Gleichung 

(6), wenn wir tp=^Vp definieren, für das letztgenannte 
System genau n von einander und von Null verschiedene 
Werthe x^ = xf^ (A = 1, 2, . . . p), für die | xf^\<S ist, 
liefert, während jedes dieser x^ in Verbindung mit wx^ 
w%^ . . . w _^ vermöge der Gleichungen (4) zu einem Werthe- 
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System zi^ ^2, . . . ^p_i führt, das den Ungleichungungen 

I ^i I < >n_i (i = 1, 2, . . . jp — 1) genügt. Setzt man dann 

X, = rc;^. (i = 1, 2, . . . i? - 1), so folgt \x,\ = \xl II ^.] 

< -^;^3j- = rf; also in der That | a;J < rf (A = 1, 2, . . . i?). 

Dass alle diese so aus den unabhängig von einander 
gewählten Werthen vi, t;2, . . . Vp hergeleiteten Werthe- 
systeme xu .^a, • • . ^p in Verbindung, mit den ersterem 
die Ausgangsgleichungen (1) auch wirklich erfüllen, ergiebt 
sich unmittelbar, wenn man die bisherigen Ausführungen 
rückwärts durchläuft: Wegen der Gleichung (6) wird auch 
die letzte Gleichung (5) und wegen der Gleichungen (4) 
wird auch das Gleichungssystem (3) erfüllt, da (6) und (4) 
als identische Umkehrungslösungen von (5) und (3) her- 
geleitet waren, deren Convergenzbedingungen, wie wir 
sahen, ebenfalls gewahrt sind. Von der letzten Gleichung 
(5) gelangt man aber durch Potenzieren eindeutig zur 
Gleichung 

V 

p 
und hieraus wegen (4) und (3) zur letzten Gleichung (2) 

zurück, deren rechte Seite ja in Verbindung mit (4) iden- 
tisch, also mit übereinstimmenden Coefflcienten in 
app+aiWi-i-atW2+ . . . +%^^Wj,_^+aj,Xj^+M(wuW2, . . . %_!, x^) 
übergeführt worden war. Multipliciert man dann die letzte 

V. 

Gleichung (2) mit den aus (3) wegen w.= c.„ {k = 1, 

2, . • . p — 1) sich ergebenden Gleichungen 

— =c*o+c*i^i+c*2^«+-+c*,p-iVi+^*^P+^*(^i'^8' •• • Vi'^p) 

(Ä = 1, 2, . . . p - 1), 
so erhält man eindeutig auch die übrigen Gleichungen (2), 

X. 

die für Zj=—;r (^ = 1, 2, . • . |) — 1), da x «|= o ist, in 
^p 
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der That wieder in das Gleichungssystem (1) übergehn, 
aus dem sie abgeleitet waren. 

Hiermit ist unser Satz, der geradezu als Fundamental- 
satz für unsere ganze Untersuchung angesehen werden 
muss und desshalb so ausführlich bewiesen wurde, als 
durchaus gesichert zu betrachten. 



§4. 

Nach den in § 1 enthaltenen allgemeinen Vorbemer- 
kungen über die Funktionen R^^ (a;, y) (A zzz i, 2, . . . p) liegt 
es nunmehr nahe, das Verhalten dieser Funktionen in. der 
Umgebung der besonders ausgezeichneten Punkte der Rie- 
mann'schen Fläche, also der Verzweigungsstellen und des 
unendlich fernen Punktes zu untersuchen» 

' In dieser Beziehung sind wir nun mit Hülfe der Er- 
gebnisse der vorhergehenden Paragraphen vollständig in 
der Lage, zunächst folgendes wichtiges Resultat her- 
zuleiten : 

Ist (o;, y) = (a, 6) eine beliebige, im Endlichen ge- 
legene, d. h. zu einem endlichen x^=^ a gehörige Stelle 
der Riemann'schen Fläche, so muss es, wenn wir die zu- 
gehörige Ordnungszahl der Verzweigung mit a — 1 be- 
zeichnen, unter den Funktionen Bj^ (o;, y) (A = 1, 2, . . . p\ 
damit das Gleichungssystem (I) in dem in der Einleitung 
angegebenen Sinne eindeutig, umkehrbar bleibt, wenigstens 
eine geben, welche an dieser Stelle mindestens mit der 
Ordnungszahl a — 1 unendlich gross wird, resp., falls 
a = 1, also (a, 6) keine eigentliche Verzweigungsstelle sein 
sollte, an dieser Stelle nicht verschwindet. 

Dieser Satz, aus dem sich sofort die Folgerung er- 
giebt, dass die Funktionen R^^ (a?, j/) (A = 1, 2, . . . jp) an 
keiner im Endlichen gelegenen Stelle der Riemann'schen 
Fläche gleichzeitig verschwinden dürfen, lässt sich auf fol- 
gende Art beweisen: 
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In der Umgebung der Stelle (a;, y) = (a, b) existiert, 

wenn man t = (ic — a)" setzt, eine Entwickelang von der 
Form 

y = t^ (/?o + A t 4- . . .), 

worin r eine ganze rationale Zahl und /?o, A, . . . wohlbe- 
stimmte Constanten sind, deren erste nicht verschwindet. 
Ebenso gelten ganz analoge Entwickelungen 

Rx (^. y) = i'' (CoA + q, t + . . .) (A = 1, 2, . . .1)) 
für die rationalen Funktionen R^(x, y), in denen eben- 
falls Co;i =H (A = 1, 2, . . . p) ist. 

Da es nun unter den p ganzen rationalen Zahlen 
5^ (A = 1, 2, . . . p) sicher eine solche giebt, die, wenn wir 
sie mit s bezeichnen, die Relationen 5 <5;i(A=z 1,2,... p) 
erfüllt, so können wir die letzten Entwickelungen auch in 
der Form schreiben 

H, (^, y) = YsxV + y.+i/+'+ . . . (A = 1, 2, . . .1)), 

wobei feststeht, dass eine der Zahlen Ysx (^ = 1? 2, . . . p) 
von Null verschieden ist. Zum Beweise unseres Satzes ist 
es also nur nöthig, zu zeigen, dass s < — (a — 1) ist. 

Wir beweisen dies indirekt, indem wir die Annahme 
machen, es sei s> — (a — 1). Zufolge der Bemerkungen 
im ersten Theile des § 1 ergiebt sich dann für die Integrale 

jg;^ (a;, 1/) da? (A = 1, 2, . . . p\ wenn man unter {x, y) = 

(Vp) 

(^pi yp) ^11169 innerhalb der Umgebung von (a, b) variable 

1^ 
Stelle der ßiemann'schen Fläche versteht und t=r.(Xp — a)" 
setzt, nach der Theorie der Abel'schen Integrale in der 
genannten Umgebung eine Darstellung von der Form: 

B,{x,y)dx=C,-{-e^, f+« +e,,f+«-^ + . . . (A= 1, 2,.,.p) 

da hier wegen $> — {a — 1), wie leicht ersichtlich, loga- 
rithmische Glieder bei der Integration nicht auftreten 



ß 



— HO — 

können. Während man hierin unter C^^ (A =z 1, 2, . . . p) 
die Integrationsconstanten zu verstehen hat, sind die übrigen 

Coefficienten durch e,, = j:^^{jc = l] l\ 2/ .\^) ^®^^^ 
5 + a > 2 als bestimmte endliche Grössen definiert 
Insbesondere muss von den Grössen 

wegen der y^^ und weil a > 1 ist, nothwendig mindestens 
eine von Null verschieden sein. Aus diesem Grunde ist es 
nach den ersten in § 1 bewiesenen Determinantensatz mög- 
lich, p — 1 Stellen (a;, y) = (a-, 6.) (1 = 1, 2, . . . p — 1), 
welche sämmtlich im Endlichen liegen und weder Ver- 
zweigungsstellen, noch ünendlichkeitsstellen der p -\- 1 
Funktionen y^ B^ (ic, y) (A =z 1, 2, . . . p) sind, so in der 
ßiemann'schen Fläche zu bestimmen, dass die Deter- 
minante 

Bi fai, 61), JSi (ag, 62), . . ♦ jBi («p.i, 6p_i), «oi 
_ B2 (oi, 61), JSg («2, h\ . . • -B« (ap_i, 6p_i), «02 

^p («1» &l), -Bp (ö^8i &2)9 • • • ^p (ötp_i, 6p»i), % 

die f ür I? = l im D = e^^ =|= übergeht, einen endlichen 
von Null verschiedenen Werth besitzt, und dass die 
Grössen a; = ai, «2, . * ♦ a^.^ alle von a verschieden sind. 
Wählen wir dann (x, y) = (a;,^ y.) (i = 1, 2, . . . |? — 1) 
als variable Stellen in den respektiven Umgebungen von 
(a-, 6.) (i == 1, 2, . . . p — 1), so dass dort Entwickelungen 
von der Form 

Vi — ^(H + ^u ^ — a.) + • . • (i = 1, 2, . . . p — 1) 
bestehen, so liefert die Theorie der Abel'schen Integrale 
für diese Umgebungen die Darstellungen 

<S "0 
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wo die Cj^. Integrationsconstante sind, während die /S^*](ä:^2,3,...) 
ebenso wie die Anfangscoefficienten i2^ (a^, &,) wohlbestimmte 
endliche Werthe haben. Aus diesen Ergebnissen folgt ohne 
Weiteres, dass sich die durch das Gleichungssystem (I) der 
Einleitung definierten Grössen v^^ (A = 1, 2, . . . p) für ein 
gewisses um den Nullpunkt abgegrenztes Variabilitätsbereich 
der Veränderlichen 

X\ — ai, X2^ — »2 . . . ^x^t — ^A— 1» ^ 

nach ganzen positiven Potenzen dieser Variablen nach dem 
Taylor'schen Satze entwickeln lassen müssen; und zwar 
erhalten wir hierdurch, wie leicht zu sehen, das System 

'^i-e=R^{ai,h){xx-ai)^R^{a2,l2){x2-^^^ 

worin ei, 62, . . . e^, nachdem über die Integrationscurven 
bis in die Umgebungen der Stellen (%, 61), (a2, 62), . . ♦ 
(«p_n \^\)i (öt, V) in irgend einer Weise verfügt ist, wohl- 
bestimmte Grössen bedeuten, die sich durch Zusammen- 
fassung der Integrationsconstanten ergeben, während die 
Ausdrücke O^ (?2, * . . O^, beginnend mit den Gliedern 
zweiter Dimension, nach ganzen positiven Potenzen von 
{xi — ai), (a?2 — «2), . . . (äj^^i — ap_i), t fortschreiten und 
insbesondere t nur in höheren Potenzen als f+" enthalten. 
Denken wir uns nun in der gewöhnlichen complexen 
Ebene resp. um die Punkte ai, a2, . . . a^_^, a genügend 
kleine Kreise Oi, O2, . . . 0^^^, 0^ beschrieben, die wir, 
was wegen a^ =|= a{X= 1, 2, . . .p—1) sicher möglich ist, 
insbesondere auch so klein wählen, dass der Kreis 0^ keinen 
Punkt mit einem der Kreise Oi, O2, . . , Oj^_^ gemein hat, 
so ist, wenn wir die Variabilität von a?. (i== 1, 2, . . .j?) auf 
das Innere des Kreises 0. (t = 1, 2, . . .j9) beschränken und 

t = (^p— a)" setzen, das System (II) innerhalb dieser Be- 
reiche in Verbindung mit den entsprechenden Definitionen 



(1) 
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yi = <^oi + ^n (^1 — fli) + * • . 

2/2 = <Jo2 + ^12 {X2 — 02) + . . • 

yp-i= ^o,p+i^i,p-i (^p^i — Vi) + 



dem Systeme (I) für alle (a?., y,) (i = 1, 2, . . . ^) in den Um- 
gebungen von respektive (au ^i), («2, 62), . . . (ap_„ 6p_i), (a, 6) 
als äquivalent zu betrachten, talls in (I) über die Integrations- 
wege bis in die genannten Umgebungen in obiger Weise 
verfügt wird. Nach unseren im vorigen Paragraphen ent- 
haltenen Fundamentalsatze lassen sich nun, da die Deter- 
minante D von Null verschieden ist und wegen s-\-a>2 
sicher p Kreise iTi, K2, ... j^^ um Punkte, die in beliebiger 
Nähe von resp. ei, e», . . . e^ liegen, so beschreiben, dass für 
jedes willkürliche Werthesystem vi^ V2 . . . v^, wofern nur 
V. innerhalb Z^. (i =^ 1, 2, . . . p) gewählt ist, Werthe- 
systeme xi^ a;2, . . . x^^^, t existiren, welche die Gleichungen 
(II) erfüllen und so beschaifen sind, dass x. innerhalb 
0. (i = 1, 2, . . * p-1) und t innerhalb eines, um den Null- 
punkt mit dem Radius r^ geschlagenen Kreises O^^Uiegt, 
wenn r^ den Radius des Kreises 0^ bezeichnet; und zwar 
können hierbei für t mindestens zwei von einander ver- 
schiedene Werthe t = ti, t2 gewählt werden. Wählen wir 
t = ti, so seien die vermöge x^ — a =^ t** und wegen (1) 
hierzu gehörigen Werthe von x^^ und y^ resp. mit ^J-\ rj(^^ 
bezeichnet, während dann ^^\ ^f\ . . . ^^2.i die Werthe von 
resp. xij iC2, . . . ÄJp_i darstellen mögen, welche den Werth 
t = ti zu einem der soeben als vorhanden bewiesenen 
Werthesysteme xi, X2, - . . x^_^, t ergänzen, das die Glei- 
chungen (II) befriedigt. Aus den Xi^=^ ^^^^ {k=l,2, . , . p—1) 
ergeben sich dann vermöge (1) die zugehörigen Werthe 
y^ = ij(i) (/f = 1, 2, . . • p — 1). Wählen wir dagegen t = ts, 
so' mögen die analogen Bezeichnungen durch Sf\ ^p^ . . . 
S^^ln ^p^ lind Yif\ Yif\ . . . ijj^^, tj<f) gegeben sein. Aus 
unseren Darlegungen geht dann hervor, dass (J^^), ij^i))(A=l, 
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2, . . . _p) nnd ^p, rfp) (A = 1, 2, . . . j?) zwei Systeme von 
Stellen der Eiemann'schen Fläche sind von der Beschaflfen- 
heit, dass, wenn das System {xj^^ y^) (A = 1, 2, . . . j?) mit 
irgend einem von ihnen in Uebereinstimmung gesetzt wird, 
die Gleichungen (I) für die obigen, unabhängig von einander 
gewählten Werthe von vi, t;», • . . v^ befriedigt werden; 
und dies steht offenbar in Widerspruch mit der in der 
Einleitung definierten eindeutigen ümkehrbarkeit von (I), 
sobald sich herausstellt, dass die beiden Systeme (J^*), rf^) 
(A = 1, 2, . . . jp) und (^f , yfP) (A = 1, 2, . , . p) auch ab- 
gesehen von der Reihenfolge ihrer Elemente wirklich von 
einander verschieden sind, um- dies zu beweisen, genügt 
es offenbar, zu zeigen, dass z. B. die Stelle (J|f>, rf^^) mit 
keiner der Stellen {^l\ ij^^)) (A = 1, 2, . . . p) identisch 
sein kann. Nun ist zunächst unmittelbar ersichtlich, dass 
(^p'\ nf) von den' Stellen (P/^ rf^^) (A = 1, 2, . . . i? — 1) 
verschieden sein muss; denn da U in O^^Uiegt, liegt J^^), 
wie leicht zu sehen, im Kreise 0^, während die Werthe 
??\ 5ii'\ • • • ^1 dem Inneren der Kreise Oi, Oj, . . . 0^_^ 
angehören. Da nun 0^ mit keinem der Kreise Oi, Og, . . . 
0^_^ einen Punkt gemein hat, so kann schon keiner der 
letztgenannten f:=Werthe mit |J^> zusammen fallen. Eben- 
sowenig kann aber auch (S(f>, ijjf>) mit (^^\ r{p) überein- 
stimmen; denn bildet man nach % 2 u {x^ y) als rationale 
Funktion von x und y, die an der Stella (a, 6) genau 
erster Ordnung verschwindet und folglich in der Umgebung 
dieser Stelle eine Entwickelung, 

w = yi t + ya t« + . . . 
besitzt, wo /i =1= ist, so würde sich aas 

wenn man ux =■ u {^f\ ijj^>), u» = m {^^\ rj^^^) setzt, die 
Gleichung ui =U2 ergeben; nun folgt aber nach Obigem, 
da wir uns nach dem Fundamentaltheorem den Kreis 0^^\ 
in welchem die Werthe t =^ ti, ta liegen, und folglich auch 
den Kreis 0^ beliebig verkleinert denken können, dass 
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(ui = yi ti +y2tj + . , . 
|w8 = yi ta + y2t| + . . . 

sein muss, wobei wir wegen Stetigkeit der für t = o ver- 
schwindenden Potenzreihe 

yi t + y, t« + . . . 

durch weitere Verkleinerung von 0^^> bewirken können, dass 
wi, u% in einem beliebig kleinen um den Nullpunkt be- 
i?chriebenen Kreise liegen. Wählen wir diesen Kreis klein 
genug, so ergiebt sich nun andererseits für jeden in ihm ent- 
haltenen Werth von w aus m = yi t -f- y» t* + . . • wegen yi=j=o 
bekanntlich eine eindeutige ümkehrung t = rfi m + rf« w* + . . , , 

wo rfi = — =4= ist, derart, dass jedes Werthepaar w, t 

das die Gleichung t = rfi w + rfa t^* + . . . erfüllt, nothwendig 
auch die Gleichung w = /i t + ya t^ + • • . erfüllen muss 
und umgekehrt, wofern nur u im Kreise und t im Kreise 
0^^> liegt; es müsste also auch 

I ti = (Ti wi + (T, wj + . . . 

\ ti = rfi W2 + <^2 Wg H" • • • 

sein, was wegen I !^^ T . ^ mit der Eindeutigkeit der Potenz- 

[tl =P 12 

reihe c^i w + ^2 m* + . . . in Widerspruch steht; also sind 
die Systeme (?<^>, rj^^^) und (5^*>, rjf)) in der That von ein- 
ander verschieden. 

Wir ersehen also nach Obigem, dass die Annahme 
s> — (a — 1) mit der geforderten eindeutigen ümkehrbar- 
keit von (I) unvereinbar ist und dass folglich s<-- {a — 1) 
sein muss. qu. e. d. 

In Bezug auf den unendlich fernen Punkt können wir 
ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit bei dieser Unter- 
suchung — und dies soll im Folgenden stets geschehen — 
die Voraussetzung machen, dass derselbe kein Verzweigungs- 
punkt ist. Gesetzt nämlich, es fand für x= co eine Ver- 
zweigung statt, so bestimmen wir, was bekanntlich auf un- 
endlich viele Arten möglich ist, einen endlichen Werth 
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ä; = c, für welchen die m Wurzeln j/ = y^ (A = 1, 2, ♦ . . wi) 
der zu Grunde gelegten irreduciblen algebraischen Gleichung 
F{x,y) = o sämmtlich von einander verschieden sind und 
wurden die birationale Transformation 



(2) 
mit der ümkehrung 

(3) 



1 , 
y =s 



X — c 
s = 2/ 

an, wodurch die Riemann'sche (ic, y)-Fläche T auf eine 
Rie mann 'sehe (^, 5) -Fläche TJ bezogen wird, die bekannt- 
lich dasselbe Geschlecht p besitzt, und deren unendlich 
ferner Punkt kein Verzweigungspunkt ist, da sich für den 
Werth ^ = 00 für s wegen (3) die sämmtlich von einander 
verschiedenen Werthe (5)^^= (y)x=r^ 2/ji (^ = I1 2, . . . m) 
ergeben. 

Vermöge dieser Transformation geht dann unser Aus- 
gangssystem (I) in ein ganz analoges System 

über, worin die Ä^ wohlbestimmte rationale Functionen von 
z und s sind. Ist nun das System (I) in dem angegebenen 
Sinne eindeutig umkehrbar, so ist dies auch mit dem System 
(III) der Fall; denn gäbe es nach Wahl unabhängiger 
Werthe von vi, va, . . . v^ zwei verschiedene Systeme von 
Stellen (^, s) = (^i^), ö</)) {k=l,2,..,p) und (^, s) = (ff), af^) 
(A = 1, 2, . . . j9), mit welchen das System (^, s) = {z^^ s^) 
(A = 1, 2, . . . j9) in Uebereinstimmung gesetzt, die Gleichungen 
(in) befriedigt, so würden diesen beiden Systemen, wie aus 
(2) und (3) unmittelbar ersichtlich ist, nothwendig auch 
zwei von einander verschiedene Systeme von Stellen 
{x,y)={^^\r,[^y){X=J,2,...p) und (a:,y)=(?f ,ijf )(A=l,2,...i>) 
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entsprechen, in die das System {x,y) = (x^^yj){X= 1^2^... p) 
übergehend, die Gleichungen (I) für dieselben Werthe 
Vi, V2, • . . Vp befriedigt. Gelingt es daher zu beweisen, 
dass (III) nur dann die in der Einleitung definirte eindeutige 

8^ (-8', s) dz 

sämratlich von der ersten Gattung sind, so ist hiermit 
gleichzeitig auch für unser System (I) der geforderte Be- 
weis geliefert; wäre es nämlich möglich, dass (I) eindeutig- 

R^ (o:, y) dx nicht 

von der ersten Gattung ist, so wäre wie eben gezeigt, auch 
(III) eindeutig umkehrbar, obwohl das entsprechende Integral 

S^ (£r, s) dz = I JB^ (ic, y) dx 

(Yk, ^k) i% ^k) 

nicht von der ersten Gattung ist; denn wegen dieser 
Gleichung liesse sich für jede Stelle (35, y) = {x^, y^) der 
Fläche T, für welche das Integral der rechten Seite un- 
endlich wird, aus (3) eine Stelle (^, s) = (^r^^, Sj) der Fläche 
U ermitteln, für welche das Integral der linken Seite einen 
unendlichen Werth annimmt. 

Hiermit ist also gezeigt, dass die im Folgenden über 
den unendlich fernen Punkt gemachte Voraussetzung der 
Allgemeinheit unserer weiteren Untersuchung in der That 
gar keinen Abbruch thut. 

Wie nun sofort dargelegt werden soll, kann man dann 
dem eingangs dieses Paragraphen ausgesprochenen und be- 
wiesenen Satze folgendes weitere Resultat zur Seite stellen: 

Damit das Gleichungssystem (I) die geforderte ein- 
deutige Umkehrbarkeit besitzt, muss es für jedes Blatt der 
Riemann'schen Fläche unter den Funktionen R^ {x, y) (A=:l, 
2, . . . p) mindestens eine geben, welche in diesem Blatte 
für iT = 00 , falls sie dort überhaupt Null wird, höchstens 
zweiter Ordnung verschwindet. 
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Der über den unendlich fernen Punkt gemachten 
Voraussetzung gemäss, ergiebt sich nämlich in der Um- 
gebung irgend einer der m im Unendlichen gelegenen 

Stellen (x, y) = (oo, y J für das zu ä; =— gehörige y bei 

analoger Bezeichnung wie früher eine Entwickelung von 
der Form 

denen sich entsprechende Entwickelungen 

^x (^. y) = t*^ (Co. + ^u t +• • 0(^ = 1, 2, . . . i?) 

anschliessen, wo r, s^ {X= 1^ 2^ . . . p) ganze rationale 
Zahlen und /?^, c^^^ (A = 1, 2, . . . p) sämmtlich von Null 
verschieden sind. 

Die letzten Entwickelungen schreiben wir wieder in 
der Form 

i^x (^, y) = ^^ V + y,+i,,t-+^ + . . * a = 1, 2, . . . i?), 

indem wir unter s eine solche aus den ganzen rationalen 
Zahlen 5^ verstehen, welche die Relationen s < 5;^ (A = 1, 
2, . . . ^) erfüllt, so dass wir sicher sind, dass mindestens 
eine der Zahlen y. (A = 1, 2, . . . 2>) von Null verschieden 
ist. Wir haben dann um die Richtigkeit unserer Behaup- 
tung darzuthun, offenbar nur zu zeigen, dass s < 2 sein 
muss. 

Zur Durchführung der apagogischen Beweismethode 
machen wir die Annahme s>2; dann ergeben sich nach 
der Theorie der Aberschen Integrale für jedes in der Um- 
gebung der betrachteten Stelle liegende Werthesystem 

{x, y) = (iTp, i/p), falls t = — gesetzt wird, die Darstel- 
lungen 

B, (x,y)dx = C, + e,, t-^ + e,, f + . . . (A = 1, 2,...p) 

(Cp,dp) 



av) 
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wenn man mit (7^ die Integrationsconstanten bezeichnet und 
die übrigen Coefficienten durch e^ = — ^!^^IP[[j^0l2 / 

also weil 5 — 1 > 2 ist, als bestimmte endliche Grössen 
definiert; logarithmische Bestandtheile können nämlich, wie 
wegen s> 2 leicht zu sehen, bei der Integration auch hier 

nicht auftreten. Aus e^ = ^ (^ = 1, 2, , . . _p) folgt 

s — 1 

wegen der Zahlen y^^^, dass mindestens eine der Grössen 
e^^ (A = 1, 2, . . . jp) von Null verschieden sein muss. Wir 
können daher auch hier genau auf dem bereits im Anfange | 
dieses Paragraphen beschrittenen Wege das Ausgangs- 
system (I) bei anologer Bezeichnung in ein System 

V^p'^^P^^^'^i) (a?i-ai)4-Äp(a2,&a) (a:2-a2)4-...+Ep(ap^^,6p_J (^P-r«p-i)+V~^ 
worin die Determinante 



D = 



A (ai, &i), JSi (02, 62), . . . -Bi, (ap_i, 6p_i), e^i 
B2 (ai, 61), JBg (ag, 62), . . . -B21 (%^v Vi)' ^02 

^p («1, hl ^p («2, &a), . . . -Bp (ap_i. Vi) % 



welche für |) = 1 in D = e^^ =4= übergeht, von Null ver- 
schieden ist und wo die O die Variable t nur in höheren 
Potenzen als t*~^ enthalten, überführen, derart, dass för 

t = — , wenn wir die Variabilität von x^ beziehungsweise 

^P 
auf das Innere genügend kleiner um die Punkte a, in der 
complexen Ebene beschriebener Kreise 0. (i = 1,2,...|)- 1) 
und die von x^ auf das Aeussere eines genügend grossen, 
alle 0. in sich enthaltenden, um den Nullpunkt geschlagenen 
Kreises 0^ beschränken, das System (IV) in Verbindung 
mit den entsprechenden Definitionen 
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r Vi = ^01 + ^11 (^ — «i) + • 

2/2 = <^02 + ^12 (^8 — «2) + . 



(4) 



ÄJ. 



'p-i 



= <^o,p-i + ^i,p-l (^p-1 — Vi) + 



yp = t'-(^o + /^it + - • •) 



dem Systeme (I) für alle (äj., y^ (i = 1, 2, . . . j?) in den 
resp, Umgebungen von (ai, 61), (a2, 62)1 •• • (Vi' W)' 
(^^ 2/00) ^^^^ entsprechender Verfügung über die Integrä- 
tionsivege als äquivalent zu betrachten ist. 

Aus D =1= und wegen s — 1 > 2 folgt dann wieder 
nach unserem Fundamentalsatze des § 3 dass sich für be- 
liebige innerhalb gewisser Bereiche unabhängig von ein- 
ander gewählte Werthe v^, t;2, ... v^ Werthesysteme 
xi^ a?2, . . • ^p_i, t angeben lassen, welche die Gleichungen 
(IV) erfüllen und so beschaffen sind, dass x. innerhalb 
0. (i = 1, 2, « . . p — 1) und t innerhalb eines, um den 
Nullpunkt mit dem Radius r^ geschlagenen Kreises 0^^^ liegt, 

wenn — den Radius des Kreises 0„ bezeichnet: und zwar 

p 
können hierbei für t mindestens zwei von einander ver- 
schiedene Werthe t = ti, t2 gesetzt werden. Hieraus er- 
geben sich dann unter Zugrundelegung dieser beiden 
Werthe und mit Zuhülfenahme von (4) wie früher zwei 
Systeme von Stellen (§<i>, tj<i>) (A = 1, 2, . . . p) und 
(?f >, rif)) (A = 1, 2, ... p), wo die ^^\ ?<«> innerhalb 
0^ (Ä = 1, 2, . . . p — 1), also auch innerhalb 0^ und die 
^p\ ^^^ ausserhalb Op liegen, von der Beschaffenheit, dass 
das System (a^^ y^ (A = 1, 2, . . . j?), wenn es mit irgend 
einem dieser Systeme identificiert wird, die Gleichungen (I) 
für die gewählten Werthe vi, t;2, . . . v^ erfüllt. Da nun 
z. B. die Stelle (?<,«>, i^^) im Systeme {^i;\ip) (A = 1,2, ..,p) 
nicht vorkommen kann, indem ja schon S^^\ weil ausserhalb 
befindlich von den inneren Kreispunkten l^^\k=l^2^...p—l) 
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und ebenso auch von JJ*) wegen 



t(l)zr=-J- 

wox 1 verschieden sein 

muss, so sind die genannten beiden Systeme wesentlich von 
einander verschieden. Somit sind wir wiederum auf einen 
Widerspruch gegen die geforderte eindeutige ümkehrbarkeit 
von (I) gestossen und müssen daher die gemachte Annahme 
s> 2 fallen lassen ; d. h. es muss in der That, wie be- 
hauptet, s <2 sein. 



§ 5. 

Diese Ergebnisse setzen uns in den Stand, den Fall 
p z= 1 sofort vollständig zu erledigen. In diesem Falle 
nämlich muss die Funktion Ri (a?, y) als einzige der Funk- 
tionen Rj^ (x, y) (A = 1, 2, . . . p) nach den beiden Resul- 
taten des vorigen Paragraphen folgende Eigenschaften be- 
sitzen : 

Bi (a;, y) wird an allen wirklichen Verzweigungs- 
stellen (u;, y) = (a, 6), deren Ordnungszahl a — 1 also 
mindestens gleich 1 ist unendlich gross und zwar wenig- 
stens (a — l)ter Ordnung. 

Ri (ä?, y) kann überhaupt nur für a; = oo verschwinden 
und zwar in keinem der m Blätter mit einer höheren Ord- 
nungszahl als 2. 

Bezeichnet man daher mit N und U resp. die Anzahl 
der Null- und Unendlichkeitsstellen von Äj {x, y) in der 
ganzen Riemann'schen Fläche, indem man jede so oft zählt, 
als die zugehörige Ordnungszahl angiebt, so dass nach der 
Theorie der algebraischen Funktionen N= U sein muss, 
so folgt 

N< 2 m und ?7> «, 

wo (o =1 2 (a — 1) die Summe der Ordnungszahlen sämmt- 
licher in der ßiemann'schen Fläche vorkommenden Ver- 
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zweigungsstellen bedeutet. Nun lehrt aber die eben ge- 
nannte Theorie, dass stets die Belation 

(1) ö) = 2 m + 2 (jp — 1), 

also in unserem Falle w = 2 m bestehen muss, woraus 
sich hier sofort iV' = U = 2 m ergiebt. Die Eigen- 
schaften der Funktion Ri {x^ y) lassen sich daher nunmehr, 
wie hieraus sofort geschlossen wird, in folgender Weise 
präcisieren : 

Ist {x, y) = (a, h) irgend eine Verzweigungsstelle der 
Riemann'schen Fläche, die somit nach dem vorigen Para- 
graphen sicher im Endlichen liegt.; so wird, wenn man 
ihre Ordnungszahl mit a — 1 bezeichnet, Bi (a;, y) an dieser 
Stelle genau (a — l)tw Ordnung unendlich. 

Ist (a?, y) = (xq, yo) irgend eine im Endlichen ge- 
legene, d. h. zu einem endlichen x gehörige Stelle, in der 
keine Verzweigung stattfindet, so besitzt Ri {xq, y^ einen 
endlichen Werth, der überdies, worauf es jetzt nicht mehr 
ankommt, von Null verschieden ist 

Ist (a?, y) =z (oo, y^ irgend eine der m im Unend- 
lichen gelegenen Stellen der Riemann'schen Fläche, so ver- 
schwindet Bi (,r, y) genau zweiter Ordnung an dieser Stelle. 

Aus den hieraus resultierenden Entwickelungen 



(2) 



Ri{x,y) = ßo-i-ßi{x — Xo)-^... 

folgen aber gemäss der Theorie der AbeFschen Integrale 
für die betreffenden Umgebungen die Darstellungen 

Bi (x, y) dx = A-{- ko{x — a) "+ Äi (a; — a) **+ • . . 

m y) 
(3) { Jl^i ix, y) dx = B -\- Xq (x — x^) -\- Aj (x — XqY + . • . 

jB,lx,y)dx=C + li, (-i-) + K^T+ ••• 
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worin z. B. fco = a ♦ «o, Xq = ß^, fXQ = — y^ ist, während 
A, jB, C entsprechende Integrationsconstanten bedeuten, 
deren Werthe je nach dem Integrationswege nur um end- 
liche Vielfache der Periodicitätsmoduln variieren können. 
Aus diesen Darstellungen ist nun unmittelbar ersichtlich, 

Ri (x, y) dx Bjx keiner in der Riemann'- 

sehen Fläche gelegenen Stelle (x^ y) unendlich gross 
werden kann, also ein Integral 1. Gattung ist; B^ (a?, y) 
muss daher, wenn |) = 1 ist, wegen der geforderten ein- 
deutigen Umkehrbarkeit von (I) in der That ein Integrand 
1. Gattung sein. 

Der Fall p = 1 ist somit vollständig abgethan; und 
wir setzen demgemäss in Zukunft stets /? > 2 voraus. 

In Bezug auf diesen allgemeinen Fall drängt sich uns 
bei Berücksichtigung der früheren Ergebnisse und insbe- 
sondere der beiden Resultate des vorigen Paragraphen die 
Vermuthung auf, dass es wegen der geforderten eindeutigen 
ümkehrbarkeit des Systems (I) möglich sein wird, durch 
Wahl eines Constantensystems 

C«l» ^^221 ♦ • • Cg? 

p durch die Gleichungen 

(4) 9,(x,y)= G,Mx,y)+C,,R,{x,y)+...+C,^RJ^^^^^ 

definierte rationale Funktionen y^ (a?, y) von x und y zu 
bilden, welche nach Analogie des soeben erledigten Falles 
jj = 1 folgende Eigenschaften besitzen : 
1. Die Determinante 

Cii ^12 ♦ • • C!jp 

C21 C%% ♦ ♦ . Cgp 

hat einen von Null verschiedenen Werth, 
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2. Die Funktionen 9^^ (x, y) (A = 1, 2, . . , p) werden 
an sämmtlichen Verzweigungsstellen der iSSemann'schen 
Fläche unendlich gross und zwar mit einer Ordnungszahl, 
die mindestens der Ordnungszahl des betreffenden Ver- 
zweigungspunktes gleich ist. 

3. Die Funktionen (f^^ix, y) {X = 1, 2^ . , . p) ver- 
schwinden für a; = 00 in keinem Blatte der Riemann'schen 
Fläche mit einer Ordnungszahl, die mehr als 2 beträgt. 

4. Sind {x, y) = {af\ hf^) (i = 1, 2, . . . r^) die sämmt- 
lichen von einander verschiedenen im Endlichen gelegenen, 
d. h. zu einem endlichen x =■ af^ gehörigen Nullstellen von 
^x (^9 y) (^ = 1» 2, . . . p), so fallen die Grössen 

«K5^ 1' o ' ' * ^') °^" ^^^^^^ ^^^ Grössen x(^\x^^\...c^^ 

zusammen, wenn diese in irgend einer Reihenfolge die 
sämmtlichen endlichen Werthe von x bezeichnen, für welche 
die irreducible algebraische Gleichung F {x, y) = zwei 
oder mehr einander gleiche Wurzeln liefert, oder für welche 
Null- oder ünendlichkeitsstellen von irgend einer der 
p -f 1 Funktionen y, Bi {x, y\ B^ (^1 y)i • • • -ßp (^1 v) 
existieren. 

5. Die Funktionen ipj^ (a?, t/) (A =1 1, 2, ... p) ver- 
schwinden an den Stellen (a?, y) = (af\ bf^) (i = 1, 2, . . . r^) 
genau mit der Ordnungszahl 1. 

6. Es ist T^>p — 1 (A = 1, 2, . . . p) und es sind 
hinsichtlich jeder der Funktionen cp^ {x, y) (A = 1, 2, . . . p) 
die ersten p — 1 Stellen (x, y) — {af\ &f>) (i = 1, 2, ...1?— 1) 
so beschaffen, dass die Determinante 

B, («W, hf\ B^ (aW, hf), . .. B, (aW„ 6^,) 
B^ {af), bf)\ B, «), JW), ... B, {a<^l,, 6«,) 

Ii,-MW\ i2^,(aW&<^)), ... B^,(a(^,,U^,) 

einen von Null verschiedenen Werth besitzt, der wegen 
der Eigenschaften 4. offenbar ein endlicher ist. 
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Existiert wirklich ein System von Funktionen 
^1 (^1 y\ ^2 r^» 2/)? • • ♦ SPp (^1 2/)i dfts die eben genannten 
6 Eigenschaften säramtlich besitzt, so wollen wir dasselbe 
ein System typischer Funktionen, oder kurz ein typisches 
System nennen. 

Nehmen wir nun für einen Augenblick vorgreifend an, 
die Existenz eines solchen typischen Systems wäre be- 
wiesen, so würden sich für jede seiner Funktionen 
(fj. (a;, j/) (A = 1, 2, . . . p), wenn wir unter Nj^^ C/^ resp. 
die Anzahl der ihrer Ordnungszahl entsprechend oft ge- 
zählten Null- und ünendlichkeitsstellen von (p^^ {x^ y) ver- 
stehen, aus den definierenden Eigenschaften die Relationen 

ergeben, wo w wieder dieselbe Bedeutung hat wie am An- 
fang dieses Paragraphen, Da nun N^ = ü^ und überdies 
nach Gleichung (1) w rrz 2 w +• 2 {p — 1) sein muss, so 
geht (5) über in 

riV;i<2w + r^ 
(^)\JV;i>2m + 2(p — 1) 

woraus 2 m -[- 2 {p — l)<2m + T^ folgt 

Mithin müssen in Bezug auf jedes typische System 
für die Zahlen r^ nothwendig die Relationen bestehen 

(7) r,>2Q?-l)(A:=l,2,...i)). 

Wäre nun die Beziehung i^;^ > 2 (p — I) mit der ein- 
deutigen ümkehrbarkeit von (I) vereinbar, so könnte 
q>j^{x^ y) kein Integrand L Gattung sein; denn als solcher 
dürfte ffj^ (o;, y)^ wie bekannt, nur in den Verzweigungs- 
stellen und zwar höchstens mit der Ordnungszahl der Ver- 
zweigung unendlich werden und müsste überdies für ir=oo 
in allen Blättern mindestens mit der Ordnungszahl 2 ver- 

riV, > 2 m + T, 
schwinden, woraus sich die Relationen jj/ <^ er- 
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{« = 2 w + 2 (p—1) 
N = U 

zu dem Widerspruch {^ <:: 2 m + t führen würden. Folg- 
lich könnten in dem betrachteten Falle t^> 2 {p — 1) auch 
die Funktionen JSj {x, y\ B^ te, y), . - . R^ {x^ y) nicht 
sämmtlich Integranden 1. Gattung sein: denn sonst müsste 
dies wegen (4) auch mit sämmtlichen 9^ (rr, y) (A = l,2,.-2?) 
der Fall sein. Der Satz, dessen Beweis der Gegenstand 
dieser Untersuchung ist, kann daher nur dann richtig sein, 
wenn sich die Beziehungen Tj^ = 2 (p — 1) (^ = 1, 2, « ♦ « ^) 
als nothwendige herausstellen. Ist aber letzteres der Fall, 
so ist die Richtigkeit dieses fraglichen, in der Einleitung 
angekündigten Satzes in der That vollständig erwiesen» 
Denn aus r^ = 2 (j? — 1) (^ = 1, 2, . . . jp) folgt wegen (6) 
dass JV^ = 2 w + 2 (^ — 1) und folglich wegen 

\ ^ , ^ . , . TJ.=^ (o sein muss ; und hieraus, 

I2w + 2(p— l)=a) ^ 

d. h. aus den beiden Relationen 

kann dann sofort mit Hülfe der definierenden Eigenschaften 
des typischen Systems folgendes geschlossen werden: 

Ist {pß, y) =^ (a, b) irgend eine Verzweigungsstelle der 
Riemann'schen Fläche, so wird, wenn man ihre Ordnungs- 
zahl mit a — 1 bezeichnet, (p^ (x, y) an dieser Stelle genau 
(a — l)ter Ordnung unendlich. 

Ist (oj, y) = {xq^ i/o) irgend eine im Endlichen ge- 
legene Stelle, in der keine Verzweigung stattfindet, so be- 
sitzt (f^ (xq^ y^) einen endlichen Werth. 

Ist (ic, 2/) = (00 , y^) irgend eine der m im Unendlichen 
gelegenen Stellen der Riemann'schen Fläche, so ver- 
schwindet ' (p^ (rc, y) genau zweiter Ordnung an dieser 
Stelle. 
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Aus diesen Eigenschaften folgt aber in genan der- 
selben Weise, wie dies im Falle j? = 1 am Anfang dieses 
Paragraphen für die Funktion JKj {x, y) gezeigt wurde, 
dass ff^ te, j/) (^ = 1, 2, . . . j?) noth wendig sämmtlich 
Integranden 1. Gattung sein müssen. Da nun wegen 



C21 C22 



^Pl ^P2 



c 



pp 



=1=0 



sich aus (4) eindeutig die ümkehrung 

^x (^1 y) = Ai ^1 (^1 y) + A2 % (^^ 2/) + ••• + ^xp^p(^i2/) 

(^ = 1, 2, ... 1?) 

ergiebt, worin das System der Constanten A das reciproke 
System zu dem System der C ist, so müssen auch 
Ri te, y), R2 {x, 2/), . . . Rp {x, y) sämmtlich Integranden 
erster Gattung sein, womit also, da diese F'unktionen nach 
§ 1 bereits als linear unabhängig festgestellt worden waren, 
unser Satz vollständig erwiesen wäre. 

Es erübrigt also zur Vervollständigung dieses Be- 
weises nur noch zu zeigen, dass wegen der geforderten 
eindeutigen ümkehrbarkeit der Gleichungen (I) ein typi- 
sches System existiert, und dass für dasselbe nothwendig 
die Beziehungen r^^ = 2 (p — 1) (A = 1, 2, . . . _p) bestehen 
müssen. 

Die Darlegung der Richtigkeit dieser beiden Sätze 
wird den Gegenstand der folgenden Paragraphen bilden. 



§6. 
Dem Existenzbeweise typischer Systeme schicken wir 
folgenden leicht zu erweisenden Hülfssatz voraus: 

Ist irgend eine endliche Anzahl n von nicht identisch 
verschwindenden ganzen rationalen Funktionen 

O^ {x^, x^, . . . x^) (A = 1, 2, . . . i?) , 
einer beliebigen Zahl von Variablen a^, rr2, . . . rr^ gegeben, 
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und sind für letztere in der complexen Ebene r kreis- 
förmige Gebiete Zi, Z2, . ♦ . K^, die auch ganz oder theil- 
weise zusammenfallen können, von beliebig kleiner, aber 
endlicher Ausdehnung willkürlich vorgeschrieben, so lassen 
sich stets endliche Werthsysteme rcj, x^^ . , . x^^ in denen 
x^ im Inneren von Z^ (A = 1, 2, . . . r) gewählt ist, so 
bestimmen, dass für diese sämmtliche Funktionen 

^i (i»i, 0^, ♦ . ♦ rrj (A = 1, 2, . . . n) 
von Null verschiedene und natürlich auch endliche Werthe 
annehmen : 

Da die Richtigkeit dieses Satzes im Fall r = 1, wo 
die Funktionen 0^ (A = 1, 2, . . . ti) zusammen nur eine 
endliche Anzahl von Nullstellen besitzen, für jedes beliebige 
n unmittelbar ersichtlich ist, so nehmen wir an, der Satz 
sei für irgend ein r = J bereits bewiesen. Daher lassen 
sich, wenn wir die Funktionen O^ (a?i, x%^...x^^x^^^(}j=-\^2y.,n) 
nach Potenzen von x^_^ ordnen und demgemäss als Coef- 
ficienten ganze rationale Funktionen gix^^oc^^ , . . x) er- 
halten a^i, a;2, • . . x^ resp. innerhalb Zj, Z2, . . . K^ so 
wählen, dass diese Coefficienten in keiner der Funktionen 
O^ (a^i, rrs, . . . Xi^x^^^) sämmtlich verschwinden; denn ver- 
schwänden in einer dieser Funktionen alle g {oc^^ x^^ . , . x^ 
identisch, so müsste auch diese Funktion selbst, entgegen- 
gesetzt der Voraussetzung identisch Null sein. Nach dieser 
Wahl besitzen dann die Funktionen Ö^^ (A = 1, 2, . . . w) 
wiederum nur eine endliche Anzahl von Nullstellen, so dass 
man, x^^^ mit Vermeidung der letzteren in Kj^^ wählend, 
offenbar der Forderung Genüge leisten kann; der Satz gilt 
also auch für r = Z + 1 und ist somit, da er, wie wir 
sahen, f ür r = 1 richtig ist, durch vollständige Induction 
allgemein bewiesen. 

Nunmehr zeigen wir, dass wegen der geforderten 
eindeutigen ümkehrbarkeit der Gleichungen (I) folgender 
Satz L gilt: 

I. Es lässt sich stets eine endliche Anzahl ui von 
nicht identisch verschwindenden ganzen rationalen Funktionen 
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^^ (^ = 1, 2, . . . Wi) der Variablen 



^12? eis? • 

^22 1 C23, . 



^r2' ^p8' 






ip 



2p und, 



0. 



nachdem für letztere in irgend einer Weise endliche Werthe 
so gewählt sind, dass sämmtliche g^ endliche, von Null ver- 
schiedene Werthe haben, eine weitere endliche Anzahl W2 
von nicht identisch verschwindenden ganzen rationalen 
Funktionen G. (Cn, C21, . ♦ . (7^^) (i = 1, 2, . . * W2) derart 
bestimmen, dass, wenn man nun auch beliebig C^, (721, • • ♦ C^^ 
im Endlichen so wählt, dass die G- nicht verschwinden, die 
durch 

(1) 9>A^^y)=C,,Ii,{x,y) + C,,R,{x,y) + ... + C,^R^{x,y) 
(A = 1, 2, . . . i?) 

definierten Funktionen von den 6 im vorigen Paragraphen 
für typische Systeme aufgestellten Definitionseigenschaften 
nothwendig die ersten 5 besitzen müssen. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ergiebt sich wie folgt: 

Bekanntlich ist 



Li 



^11 ^12 
^21 ^22 



^Pl ^P2 



a 



^2p 



c 



eine ganze rationale Funktion der p^ Grössen Cn, . . ♦ Cp^, 
die, da es doch von Null verschiedene Determinanten jpten 
Grades giebt, nicht identisch verschwindet ; Li =^ ist 
dann die nothwendige und hinreichende Bedingung, damit 
die erste der typischen Eigenschaften von den durch (1) 
definierten Funktionen erfüllt werde. 

Ist ferner (x, y) ^- (a, h) irgend ein Verzweigungs- 
punkt mit der Ordnungszahl a — 1 > 1, so können die be- 
trefi'enden Entwickelungen der Funktionen jB^ (3?, y) für 

t = (rr — a)" nach dem ersten Resultat des § 4 in der 
Form 
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^, ix, y) = n,f + y,^,,, f+^ + . . . (Ä = 1, 2, , . . p) 

dargestellt werden, worin mindestens einer der Coefficienten 
y^^ (4 = 1, 2, ... ^) von Null verschieden ist, während für 
die ganze rationale Zahl s die Relation s<—{a — 1) gilt. 
Da sich dann für die genannte Umgebung 

p p p 

fc=l k=l *=1 

p 
ergiebt, so folgt, dass \ y,^ C^^ =^ o die hinreichende Be- 

*=i 
dingung dafür ist, dass y^ an der Stelle (a, h) mindestens 
mit der Ordnungszahl der Verzweigung unendlich gross 
wird; nun ist aber die linke Seite dieser Ungleichung wegen 
der nicht sämmtlich verschwindenden y^^ eine nicht identisch 
verschwindende ganze rationale Funktion von (7^^, Cj^^. . . . (7^^, 
die also a fortiori auch als nicht identisch verschwindende 
ganze rationale Funktion sämmtlicher j?^ Grössen Cn, . . . C^^ 
betrachtet werden kann; denken wir uns daher die analogen 
Funktionen für sämmtliche y^ (a?, j/) (A = 1, 2, . . . p) und 
für sämmtliche Verzweigungspunkte gebildet und in irgend 
einer Reihenfolge mit L2, L3, ♦ . . L^ bezeichnet, so sind 
L. (i =1 1, 2, . . . v^) nicht identisch verschwindend ganze 
rationale Funktionen von Cii, . ♦ . C^p derart, dass, wenn 
die Ungleichungen L.=^o (i= 1, 2, . . . vi) für endliche 
Werthe von Cii, * - * C^ erfüllt sind, das Funktionensystem 
^i (:r, 2/) (^ = 1, 2, . . . p) nothwendig die ersten beiden 
typischen Eigenschaften besitzen muss. 

Jetzt sei te, y) = (oo, j/J irgend eine der mim Un- 
endlichen gelegenen Stellen, so dass daselbst für t = — , 

wie aus dem zweiten Resultat des § 4 hervorgeht, Ent- 
wickelungen von der Form 

^Ax.y) = ß.k v + ß^i^^^^ + . . . (Ä = i, 2, . . .p) 

bestehen, worin wiederum die ersten Coefficienten ftiiftg,.-/^« 
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nicht sämmtlich verschwinden, während für die ganze ratio- 
nale Zahl s hier die Relation s<2 besteht; es wird also 

y. ix, y) =^G^BJ<x,y)=\r^„ C^ + t'+^^^'^M ^«+ • • ' 

fc=l A=l 4=1 

an der genannten Stelle sicher mit keiner höheren Ordnungs- 

p 

zahl als 2 verschwinden, wenn \ ß^j^Cjj^^o ist; wir er- 

halten somit bei Ausdehnung dieser Betrachtung auf alle 
Funktionen (p^^ (a;, y) (A = 1, 2, . . . p) und auf sämmtliche 
w Stellen (oo, j/J genau wie vorhin eine weitere endliche 
Anzahl nicht identisch verschwindender ganzer rationaler 
Funkfcionen von Cii, . . . C^p derart, dass, wenn wir sie in 
irgend einer Reihenfolge mit ^^^4.1, ^^,-1-21 • • ♦ ^r, bezeichnen, 
alle Funktionen y^ (x, j/) (^ = 1, 2, . . . p) die drei ersten 
typischen Eigenschaften sämmtlich besitzen, falls für 
Cii, ♦ ♦ . Cpp solche endliche Werthe gewählt werden, dass 
gleichzeitig L. =f= (i = 1, 2, . . . vg) ist. 

Endlich seien in irgend einer Reihenfolge (a;, y) = 
(5o\ ^0^) (^ =^ 1» 2, . . . itt) mit Ausnahme der ja schon 
berücksichtigten Verzweigungspunkte die sämmtlichen Stellen 
der Rie mann 'sehen Fläche, welche zu den in § 5 bei Fest- 
setzung der typischen Eigenschaften 4 genannten Werthen 
X = x^^\ x^^\ . . . x^^^ gehören, so dass diese Stellen, wie 
aus den Elementen der Theorie der algebraischen Funk- 
tionen bekannt ist, sicher nur in endlicher Anzahl vorhanden 
sind. Da diese Stellen sämmtlich zu endlichen a;-Werthen 
gehören, so können die Funktionen R^ (rc, y) (k=l,2^ . . .p) 
nach § 4 an keiner dieser Stellen gleichzeitig verschwinden ; 
und wir erhalten, wenn (Eo, ^0) irgend eine der genannten 
Stellen ist, die Entwickelungen 

B, (x, y) = a,, (x-SaY + Vi.* (^-&)"^'+ ...(&= 1, 2, .. ,2?) 
worin wir wieder eine der Zahlen a^^, a^^, . . . «,p als von 
Null verschieden voraussetzen können und dann wissen, dass 
für die ganze rationale Zahl s hier die Relation s < 
besteht; daher wird 
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p p p 

*=! ib«l *=1 

an der Stelle (Jo, ^o) sicher nicht verschwinden, wenn durch 
Wahl der C^j^: /^ <^sk (^xk^^ ^ bewirkt wird, was stets 
möglich, da die «^ (& = 1, 2, . . . p) nicht alle Null sind. 



Bilden wir daher die der Funktion \ a^^ C^^^ analogi 

Ausdrücke für alle Stellen (J^*), rjf) und für sämmtliche 
9^2 tei y) (^ = li 2, . . . p) und bezeichnen dieselben in 
irgend einer Reihenfolge mit L^^_^^, L^^_^3, ...L^^, so sind 
Z^ (i =: 1, 2, . . , vs) wohlbestimmte nicht identisch ver- 
schwindende ganze rationale Funktionen von Cn, , . . Cp^ 
in endlicher Anzahl, in Bezug auf die jede im Endlichen 
getroffene Wahl der Werthe Cu, . . . C^^, welche gleich- 
zeitig 

L. =f= (t = 1, 2, . . . rs) 

bewirkt, zur Folge hat, dass die durch (1) definirten Funk- 
tionen y^ {x, y) (A = 1, 2, . . .jp) die ersten 4 der 6 typischen 
Eigenschaften sicher sämmtlich besitzen« 

Die Funktionen L^ denken wir uns nun nach Potenzen 
der Grössen Cn, C21, • • • (?pi geordnet, so dass sie iden» 
tisch in 

(2) L,= 0,(C,„ C3,, . . . CpJ (i= 1, 2, . . . 1^3) 

übergehen, worin' die O. ganze rationale Funktionen von 
^111 ^21» • • • ^pi sind, deren Coefficienten sich als ganze 
rationale Funktionen g der Grössen 



(3) 



^221 ^8» • • * ^2p 



^C'p2l C'pB» • • • ^pp 

ergeben. Wegen des nicht identischen Verschwindens der 



i. mfissen in jeder der Funktionen O. nnter den Coefli- 
cienten g nothwendig solche vorkommen, die nicht identisch 
verschwinden ; diese denken wir uns in irgend einer Reihen- 
folge mit g^, 5^2» •• • 9q bezeichnet, so dass g > Vg ist. Zu 
ihnen fügen wir die Grössen (3) selbst, indem wir postu- 
lieren, dass sie alle von Null verschieden sein sollen, als 
weitere offenbar nicht identisch verschwindende ganze ratio- 
nale Funktionen g^^^, g^^^, . . . g^^.^^^^^ der Grössen (3) 
hinzu; so dass wir, indem wir ni =^ q -{- p {p — 1) setzen, 
die in der Behauptung bezeichneten % nicht identisch ver- 
schwindenden ganzen rationalen Funktionen g^^ (A=l,2,...ni) 
erhalten. 

Nun denken wir uns, was nach dem am Anfang dieses 
Paragraphen bewiesenen Hülfssatz stets möglich ist, für 
die Grössen (3), irgend welche endliche Werthe so gewählt, 
dass die g^ sämmtlich von Null verschiedene und natürlich 
auch endliche Werthe erhalten. Nach dieser Wahl, bei der 
sich für die Grössen (3) lauter von Null verschiedene 
Werthe ergeben, sind dann die Funktionen 

ö, ((7,„ C,„ . . . C;,) (i = 1, 2, . . . 1^3) 
sämmtlich nicht identisch verschwindende ganze rationale 
Funktionen von C^^, Cg^, ♦ . . C^^ allein. 

Betrachten wir dann die nunmehr bereits fixierten 
Funktionen 

^'^^^y^- R,{x,y) 

(A=l, 2, . . .p) 

d 7^ (x t/) 
und deren Ableitungen- — ^ — '- — {X = 1, 2, . . .p\ so sind 

d X 

dies sämmtlich rationale Funktionen von x und j/, also al- 
gebraische Funktionen von x^ die nicht identisch ver- 
schwinden können; denn da die Grössen C^g, (7^3, . . . C^;ip 
von Null verschieden sind, so würde ein identisches Ver- 
schwinden von 

C,, R, (X, y) + ^^ i?« (^, 2/) + ♦ • • + C^ ^p (^1 y) 
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in Widerspruch mit der linearen Unabhängigkeit der 
Grössen Rj^ (o?, i/) (A = l, 2, . ♦ . j?) stehen, also können 
die X;t (^' y) °icht identisch Null sein ; derselbe Widerspruch 
ergäbe sich aber auch aus %^ {x, y) = Const, wegen der 
dann bestehenden identischen Relation 

Const. R^ix,y)+C,,B,(x,y)+C,,B,{x,y) + . . . + C^,R,{x,y)=0. 

d Xx i^i y) 

Folglich können auch die z nicht identisch ver- 

dx 

schwinden. Mithin besitzen insbesondere letztere Funktionen 

sicher nur eine endliche Anzahl von Nullstellen. Bezeichnen 

wir nun die Werthe, die die Funktionen X;t (^» y) ^^ diesen 

Stellen, sowie an den ünendlichkeitsstellen von Rx [x, y) 

annehmen, insoweit diese Werthe nicht unendlich gross 

sind, in irgend einer Reihenfolge mit <^i, <^a, . . . i„ und 

fügen den obigen Funktionen 

G, (Cii, Cai q,,) (i = 1, 2, . . . ^3) 

als weitere offenbar ebenfalls nicht identisch verschwindende 
ganze rationale Funktionen von du Gtu • • • ^pi ^^® 
Funktionen (7^^ — ^k {\,^W' ' ' ' 'P\ hinzu, die wir 
wiederum der Reihe nach mit 

bezeichnen, so wissen wir, dass nach jeder im Endlichen 
getroffenen Wahl von Cn, (/iji, . . . Cp^,, für welche die zu- 
letzt angeführten Funktionen von Null verschieden sind, 
die Funktionen x^ (rc, y) — Gj^^ (^ = 1, 2, . . . |?) nur an 
solchen Stellen verschwinden können, welche weder NuU- 

d Xx (^, y) 

stellen von noch ünendlichkeitsstellen von 

dx 

-Si (^1 y) sind. Wir setzen nun v^-\- pGz=: n% und denken 

uns die Grössen Cii, C21, . . . Cp^, was nach dem Hülfs- 

satze stets möglich ist, irgend wie im Endlichen so gewählt, 

dass sämmtliche Funktionen O- (Cii, C21, ♦.. Cpj)(i=l,2, ... Wg) 

von Null verschieden und natürlich endliche Werthe haben; 

da dann wegen (2) auch die Funktionen L, (i = 1, 2,...V3) 
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alle von Null verschieden sind, so besitzen die Funktionen 

wie bereits gezeigt wurde, die 4 ersten typischen Eigen- 
schaften, während ausserdem die Funktionen 

Xx (x, y) — C^i (A = 1, 2, . . . j)) 

nur an solchen Stellen verschwinden können, wo Ri (x^ y) 

einen endlichen Werth hat und wo gleichzeitig ^-=— ^ 

Qf X 

von Null verschieden ist. Hieraus folgt aber sofort, dass 
die Gesammtheit der im Endlichen gelegenen Nullstellen 
(x, y) = {aj^\ 6p>) (i = 1, 2, . . . t^) von (p^ (x, y) identisch 
ist mit der Gesammtheit der im Endlichen gelegenen Null- 
stellen von X;i {x, y) — Cj^^ ; denn da 

^x (^, y) = — Bi (x, y) [Xi {x, y) — C;^ J 

ist, so folgt, dass überall wo x^ (^j v) — (^x\ ™ Endlichen 
verschwindet wegen des dort endlichen Werthes von i2^(a;,t/) 
auch (f^ (rc, y) verschwinden muss, nur dass umgekehrt auch 
an allen Stellen {x, y) = (a,W, 6J^0 (i = 1, 2, . . . r^), weil 
dies wegen der bereits verificierten 4ten typischen Eigen- 
schatt weder Null- noch ünendlichkeitsstellen von B^ (x, y) 
sein können, auch X;t (^' V) "' ^xi verschwinden muss und 
zwar genau erster Ordnung; denn diese sämmtlich im End- 
lichen liegenden Stellen sind als Nullstellen von g)j^ {x, y) 
wegen der 2ten typischen Eigenschaft keine Verzweigungs- 
stelleu und als Nullstellen von x^ {x^ y) — C^n ^^^ ^^^^ 

d Xi {x, y) d [Xi ix, y) — O..] 

sahen, keine Nullstellen von V = / ^• 

dx dx 

Hieraus folgt aber dann weiter, dass die genannten Stellen, 
weil an ihnen R^ (a;, y) einen endlichen von Null verschie- 
denen Werth besitzt, auch Nullstellen erster Ordnung von 

9x (x, y) = — R^ {x, y) [x^ {x, y) — C^J 

sein müssen, und dass die Funktionen (p^ (x, y) {X = 1,2,... .p) 
somit in der That nicht allein die ersten 4, sondern auch 
die 5te typische Eigenschaft besitzen. Die von uns ge- 
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bildeten Funktionell^^ (A= 1, 2, . . . wi) und 0.{C^^, C'g^, ... C^^) 
(i = 1, 2, . . . Wa) erfüllen also die an sie in unserem 
Satze I gestellten Anforderungen, wodurch der Beweis der 
Richtigkeit dieses Satzes erbracht ist. 

Endlich weisen wir nach, dass sich aus der ge- 
forderten eindeutigen ümkehrbarkeit des Gleichungssystems 
(I) auch die Richtigkeit des nachstehenden Satzes IL 
ergiebt : 

II. Es lassen sich in der complexen Ebene stets p 
kreisförmige Gebiete Z^, Z^, . . . K^ von endlicher Aus- 
dehnung so bestimmen, dass für alle Werthesysteme 
Cj, C^ . . . Cp, in denen C. innerhalb K. (i = 1, 2, . . . p) 
gewählt ist, unter den im Endlichen gelegenen Nullstellen 
der Funktion (p(x.y)=C^R^{x,y)+C^R^ix,y)-{- ...+CpRj,(x^y) 
sicher p — 1 von einander verschiedene Stellen 
(«, y) = (a.. \) (t =: 1, 2, . . . p ~ 1) 
existieren, für welche die Determinante 

^2 (^11 ^l)» -^2 (0^21^2)? • • • -^2 ^%-V %-i) 

I ^p-1 («r ^)i ^p-1 (^2^ ^1)1 • • • -ßp-l (Vl' W 

einen endlichen von Null verschiedenen Werth hat. 

Zum Beweise berücksichtigen wir, dass sich die 
Funktionen R^ (o:, y) mit Hülfe der zu Grunde gelegten 

m 

irreduciblen Gleichung F (rr, y) = y. if . f.=z ^ worin 

1=0 

fi = fi (x) a =^ 0^ l, . , . m) ganze rationale Funktionen 

von X sind, bekanntlich stets in der Form 

m — 1 

Hl (x,y) =/ y r^ii^ = 1, 2, . . . p) 

i=o 

darstellen lassen, wenn wir unter r;^i "Y_! j,' g * ^ j 

entsprechende rationale Funktionen von x allein verstehen. 
Indem wir diese sämmtlich in Quotienten zweier ganzer 
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rationaler Funktionen verwandeln und durch Erweiterung 
auf gleichen Nenner bringen, erhalten wir eine Darstellung 

m-l 



ilfQ. 



Xi 



worin g^=i gf^ y"^^^ 2* * ^ ^ J ganze rationale 

Funktion von x sind, ebenso wie g=^ g (a?), welches wegen 
der im § 1 bereits bewiesenen Eigenschaften der Funk- 
tionen Rj^ {x^ y) sicher nicht identisch verschwindet und da- 
her nur eine endliche Anzahl von Nullstellen besitzt. Wir 
führen nun <I> {x, y) durch die Gleichung 

p 

m — 1 

ein, so dass sich * (u;, y) = / ^ tf . p- ergiebt, wenn man 

l=rO 

Pi = Pi{oc] Cj, Cg, . . . (7p) als ganze rationale Funktionen 
von x^ C^, Cg, ♦ . . Cp durch die Gleichungen 
p 
Pi = y fx g^{i = 0, l, . . . m — 1) 

definiert. Ebensowenig wie g = g (x) kann auch die Funk- 
tion f^=:f^(x) als höchster Coefficient der irreduciblen 
Gleichung wtg5 Grades identisch verschwinden. Es hat 
also auch f^ nur eine endliche Anzahl von Nullstellen, 
welches bekanntlich die einzigen endlichen Werthe von x 
sind, für die sich ünendlichkeitsstellen der algebraischen 
Funktion y ergeben. Da der Fall w = 1, wie bekannt, 
für das Geschlecht p den Werth p =:■ o nach sich zieht, so 
dass in diesem Falle von einem Gleichungssystem (I) gar 
nicht die Eede sein könnte, so haben wir, zumal wir uns 
überhaupt nur noch mit p>2 beschäftigen, m > 2, also 
m — 1 > 1 anzunehmen und können demgemäss durch 
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^xi^, ^) = Po +i^i 2/ + - • + Pa 2/^ (^ = 1» 2, . . . m — 1) 
m — 1 Funktionen definieren, von denen 

*^i (^, y) = ^ (^, y) 

ist. Ist *;i {x, y) irgend eine dieser Funktionen, so 
schreiten wir, indem wir 

\^M y)=Po-\- Piy + ' " +Px y^ 

als Funktionen von y allein betrachten, nunmehr zur Bildung 
' der Resultante S^^ von F {x, y) und *^ {x, y). Da jedoch 
die Coefficienten dieser Funktionen variable Grössen sind, 
die, sei es identisch, sei es für gewisse Werthesysteme 
^1 C'i, Cg, . . ♦ Cp verschwinden können, so sind die aus 
den Elementen der Algebra bekannten Resultantensätze hier 
nicht ohne Weiteres anwendbar und es erscheint daher an- 
gezeigt, hier etwas näher auf die Bildung von 8j^ sowie auf 
den Beweis der letztgenannten Sätze einzugehen« 

Da insbesondere die höchsten Coefficienten f^^ j?^, 
letzterer sogar identisch, verschwinden können, so versagt 
hier der Algorithmus des grössten geraeinsamen Theilers 
vollständig, und wir müssen uns auf die bekannte Dar- 
stellung von 8j^ als Determinante beschränken. Zu diesem 
Zweck geht man bekanntlich von den beiden Gleichungen 

^^ iPo + J?i 2/ + . • • + P;i 2/^ = 

aus und bildet, indem man die erste Gleichung succesive 
mit 1, 2/, 1/^, ♦ , . y^~'^ und die zweite der Reihe nach mit 
1? 2/» 2/^1 • • • 2/"*"^ multipliciert, hieraus ein System von 
X -\- m linearen homogenen Gleichungen für die X -\- m 
Grössen 1, 2/, 2/^, . . ♦ 2/^"*~S woraus sich, da wenigstens 
die erste von Null verschieden ist, S^=: o als nothwendige 
Bedingung für das Zusammenbestehen dieser Gleichungen 
für endliche Werthe von y ergiebt, wenn man 
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(5) 8,= 



/oi fv /ev • • • fl—iiflt fx^V fm-vfm'» ^' 0,. ♦ . 

^1 fot fv*" * tl-2^fk—vh^ tm-2^fm~V fm'> 0,« . . 



0,0,0,...0,/o, fv /21 •• 

Po^Pl^P2^--Px-vPv ö» ^v 

^'>Po^Pv***'Px-2^Px-vPx^ ^y 



.0, 0, 0, ....0 

. 0, 0, 0, •o,...o 



0, 0, 0, 



0^01 Pv 

1) 



P2 



Px 



.0, 0, 0, 
(^ = 1, 2, . . . m 

definiert. Damit also für ein endliches x ^^i ein endlicher 
Werth y = rj existiert, welcher die Gleichungen 

(«> U (?, y) = 
simultan befriedigt ist unter 'allen Umständen {S^_^ = 

eine nothwendige Bedingung. 

Es sei jetzt umgekehrt J ein endlicher Werth von x^ 
für welchen (S^_^) = ist, und von dem wir voraus- 

setzen, dass er nicht zu den Nullstellen von f^ gehört; 
verschwinden nun für diesen Werth die Coefficienten 
1^0» Pv * ' ' Pm-i sämmtlich, so ist * (?, y) ■= für alle 
endlichen Werthe von t/, also giebt es in diesem Falle 
sicher endliche Werthe y = ^, für welche die Gleichungen 
(6) beide erfüllt werden. 

Verschwinden p^, p^^ ... p^_^ für x = J, so sind alle 
Elemente, die die letzten m Zeilen mit den letzten 
m — 1 = [{m — 1) + mj — m Colonnen der Determinante 
[{m — 1) -\- m] t^ Grades 8^_^ gemein haben Null, woraus 
sich nach bekannten Determiuantensätzen leicht 

w(m — 1 m— 1 m 

(^„_,)-(-i) [(fj ]-Up^ 1 

"^^ muss also nothwendig auch 



ergiebt. Wegen 
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(Pq) = sein, womit dieser Fall auf den vorigen zurfick- 

geführt ist. 

In beiden bisher betrachteten Fällen ist also (S^_^)=0 

hinreichend, damit für ein endliches y = rj die Gleichungen 
(6) zusammenbestehen. Wir können daher nunmehr, wenn 
p. der höchste der Coefficienten p^^ Pi, ♦ ♦ • P^^i ist, 
welcher für a: = E nicht verschwindet, t > 1 voraussetzen. 
Aus (5) ergiebt sich nun durch Entwickelung nach den 
Elementen der letzten Colonne, dass 

(SO = {-lU^.S,^, (A = 2, 3, . . . m - 1) 

ist; durch fortgesetzte Anwendung dieser Formel gelangt 
man leicht zu dem weiteren Resultat: 

nach unserer jetzigen Annahme ergiebt sich also 

"»[«-(C+i)] «-(C+i) 

(7)(5„_i)=(-i) • m ] • (^t) ,• 

Da /^, p. für a: = ? nicht verschwinden und desshalb 
auch für alle x in einer gewissen Umgebung dieser Stelle 
von Null verschieden sind, so sind F (rr, y\ <I>^ (a;, y\ 
wenn wir uns für einen Augenblick auf diese Umgebung 
beschränken, ganze rationale Funktionen genau mten resp. 
g ten Grades von y und besitzen demgemäss für jedes be- 
liebige X des betrachteten Bereiches genau m resp. C end- 
liche Nullstellen y = y^, y^i • ♦ • Vm^ beziehungsweise 
y = w^, Mg, . . ♦ M^, 80 dass sich 

p(^,y)=/o+/iy+ • • • +fnä/"=tjy-yi)(y-y2) • • • iy-^yJ 

ergiebt. Multiplicieren wir daher die Determinante 
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J = 



1 


"1 


u\ . 


. . Upi-"- 


1 


«2 


u\ . 


. . uJ^-1 


1 




yi ' 




1 
1 


1 


y^ 


vi - 


• . y:;^-' 



S^.J^ 



mit der durch (5) definierten Determinante Ä^, so erhält 
man bei Composition von Zeilen mit Zeilen wegen (8) das 
Eesnltat 

F{x,tii\Fix,u^\ . . . F{x.u^\F{x,y;),F(x,y^\ . , . F{x,yJ 
u^F(x,iii),u^{Fix,u^\... u.F{x,u.),y^F(x,y^\y^F{x,y^), ... y^F{x,yJ 

ui-'F(x,u,\ui-'F{x,ii,\ ... w?-ii^(a;,w^)y;i^(a;,j/,),i4-ii^(r/;,2/,), .^.£F(xj, 

0^ {x,u^\ 0^ (x,u^\ ... 0). {x,u^\ 0^ {x,y^\ 0^ {x,y^\ . . . H^i 

u^0.{x,u^\u^0^{x,u.^), . . •u.0^{x,ii^\y^0^{x,y^),y^0^(x,y^\ ... y^^;(pj} 

U^'^0^(x,U,},U^-^0^{x,U^)y..U^'^0^^ 

Da nun in dieser Determinante wegen (8) alle Ele- 
mente, welche die ersten £ Zeilen mit den letzten m 
Colonnen gemein haben, verschwinden, so ergiebt sich 
leicht, dass 



1 1 .. 


. 1 


Ml Ug . . 


.«j 


ulM'"^ . 


.. M^-1 



8..J=F{x,u^)F{x,u^)...F{x,Ui.) _^ tl"_i <t>Jx,y^).(^^(x,y^...0^{x,yJ 



1 1... 

yi Vi - 



ist. Denkt man sich hierin die beiden Determinanten der 
rechten Seite als Differenzenprodukte dargestellt und be- 
rücksichtigt, dass wegen (8) 

m 

<i>;ix,y^).0^(,x,y^) ... t>;{x,yj=p^.n[(y.—u^){y^—u^) ... (y-ti^)] 
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ist, so ergiebt der Vergleich mit dem Diflferenzenprodukt J, 
wie leicht ersichtlich, das Resultat: 

(9) 8^,J=p^F(x,u,)F{x,u,UF(x,u^yj. (-1) ä 

Da diese letzte Gleichung ohne jede Voraussetzung 
über die Coefficientea f^, /i, . • . f^, Pq^ Pv - - * P;^ wofern 
nur f^, p^ von Null verschieden waren, abgeleitet wurde, 
so muss sie auch ganz allgemein bestehen bleiben, wenn 
man in (8) f^, p^ als unbestimmte von Null verschiedene 
Parameter und m^, w^, . . . u., y^, j/g^ . • . y^ als unab- 
hängige Variable auffasst, die wir in genügend kleinen 
Umgebungen von beliebig, aber verschieden von einander 
gewählten Stellen 

% = uf (^ = 1, 2, . . . C), y, = yf^ (r = 1, 2, , . . m) 

betrachten. Da dann in jedem, in diesen Bereichen ge- 
wählten Werthesystem te^, u^^ . . . w^, t/^, yg, . ♦ . y^ keine 
zwei dieser Grössen einander gleich werden, also das 
Differenzenprodukt J hier überall von Null verschieden ist, 
so reduciert sich (9) auf 

m(m-l)K(s--l) 

(10) S^=p^ . F{x, u,) .F{x,i(,) . . . F{x,u^) . (-1). 



2 



Nun sind aber bei dieser Auffassung die Coefficienten 
Pol Pv * * ' JP^i fo^ /ii • • • fm bekanntlich ganze rationale 
Funktionen von w^, w^, . . . w^, y^, ^2» • • ♦ ^»»5 ^^ ^^^s 
sich sowohl S^ vermöge der Definition (6), als auch die 
rechte Seite der Gleichung (10) wegen (8) als ganze ratio- 
nale Funktion der unabhängigen Variablen w^, Wg, . . . tu^ 
^11 2/21 •• • y« ergiebt; da nun diese beiden Funktionen 
innerhalb der betrachteten Bereiche vermöge der Gleichung 
(10) durchweg übereinstimmen, so muss diese Gleichung 
nach den Elementen der Funktionentheorie eine identische 
sein, d. h. es müssen die entsprechenden Coefficienten 
rechts und links übereinstimmen, womit die AHgemein- 
gültigkeit der Gleichung (10) für alle Fälle, wo p^^ f^ von 
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Null verschieden sind, dargethan ist Wegen dieser 
Gleichung geht daher (7) über in • 

m[m— (C-l-l)] tn-(^-\-l) m m(m-l)-f:(;- 

WO i?i, i?2? • • • \ die endlichen Werthe bezeichnen, die die 
Wurzeln w^, m^, . ♦ . n^ der Gleichung <I>^ (rr, y) = für 
ir = J annehmen ; da nun {8^_^) = vorausgesetzt wurde, 

während (/J^^^ und (i?^)^^^ von Null verschieden sind, so 
folgt aus (11), dass mindestens eine der Grössen /^(?, ^i), 
-^(^1 "^a)» • • • ^(?i \Ji die wir mit F{^^ rj) bezeichnen 
wollen, verschwinden muss; da ferner rj als Wurzel der 
Gleichung 

*c (?' y) = (Po) + (Pi) y + • • • + (Pc) y'^ = ^ 

nach der gemachten Voraussetzung, wonach 

ist, notliwendig auch eine Wurzel der Gleichung 

sein muss, so sehen wir, dass in der That auch in diesem 
allgemeinen Falle wegen (S^_^ = ein endliches y = ^ 

(F (?, y) = 
vorhanden sein muss, das beiden Gleichungen {^ .. . 

l* (E, y) = ö 

genügt. 

Wir haben also folgendes Ergebniss: 

Die durch (6) definierte Resultante S^_^=8=S{x\C^,C^..,C^) 
von F (a:, y) und (P (a:, y) ist eine ganze rationale Funktion 
von a;, C^, Cg, . . . C^ von der Beschaffenheit, dass für 
jedes endliche rr = ?, das keine Nullstelle von f^ = f^ (x) 
ist, {S) --- die nothwendige und hinreichende Bedingung 

x=^ 

dafür darstellt, dass ein endliches y = rj existiert, welches 

(F(^, y) = 
die Gleichungen ] ^ /^ x ^ beide befriedigt. 
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Mithin kann 8(x; C^, C^, . . . 0^) nur dann identisch 

d. h. für alle x verschwinden, wenn Ci=(72=. . . = (7^ = 

gewählt ist. Ist nämlich identisch 5=0, so folgt nach 

dem eben gefundenen Satze, dass es nach Ausschluss der 

Nullstellen von f^ (x) und g (x) noch unendlich viele Werthe 

(F{1 y) = 
X =^ ^ giebt, für welche ein die Gleichungen j^ /^ x /^ 

simultan befriedigender endlicher Werth y = rj auffindbar 
ist; es würde also wegen ^r (J) =}= die Funktion 

p 

unendlich viela Nullstellen (J, rj) in der Riemann'schen 
Fläche besitzen und müsste folglich identisch verschwinden ; 
und hierzu ist wegen der linearen Unabhängigkeit der 
^x (^' y) (A = 1, 2, . . . p) in der That C^=C^= . . .= (7^=0 
erforderlich. 

Sind nun o; = ?. (i = 1, 2, . ♦ . l) in irgend einer 
Reihenfolge alle diejenigen Werthe von x, für die sich ün- 
endlichkeitsstellen der Funktionen B^ (a;, j/) (A =^ 1, 2, . . . p) 
oder Verzweigungsstellen ergeben, oder für welche g (x) 
oder f^ {x) verschwinden, so bestimmen wir jetzt, was nach 
dem zweiten im § 1 bewiesenen Determinantensatz stets 
möglich ist, p — 1 endliche Werthe x = a^, «,,, . . . a^^^, 
die von einander und von ?, (i = 1, 2, . . . Z) verschieden 
sind, derart, dass wenn y = ß^^ (k :=:^ l, 2, . . , w), die 
wegen f^ (a^) =4= (A = 1, 2, . . . p~l) offenbar endlichen 
Wurzeln der Gleichung Fia^, y) — {X = 1^ 2, , . . p — 1) 
sind, die m (p — 1) Determinanten 



Ä^= 



((X = 1, 2, . . . w (p — 1)) 



'•p-l 
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die entstehen, wenn man hierin die Zahlen ä^, ä^i • 
unabhängig von einander alle Werthe 1, 2, ... w durch- 
laufen lässt, sämmtlich von Null verschiedene und natürlich 
auch endliche Grössen sind. 

Betrachten wir daher (x,y) = {x^,y^\(x^,yX-{Xj^-vyp-i) 
als Stellen der Eieniann'schen Fläclie, die resp. in den 
Umgebungen der Stellen {^,y)=(«i,i?u^),(a,,i^2*p,(«p_i,i^p_i,Ap J 

unabhängig von einander variabel sind, so erhalten wir, 
wie leicht ersichtlich, m (p — 1) Entwickelungen von der 
Form: 



(12) 



B^{x,,y^\ RJ,x^,y^\,.. B^{x^_^^y^^) 
B^{x^,y^), B^{x^,y^),... B^{x^_^,y^_^ 

(er = 1, 2, . , . 



m (p- D) 



worin die Coefficienten A^^^ A^^ . . . -4^p_j wohlbestimmte 
endliche Grössen sind, während die Ausdrücke ^^, be- 
ginnend mit den Gliedern zweiter Dimension, nach ganzen 
positiven Potenzen von {x^^ — a^\ (x^ — «g), ... (x^^^ — a^_^) 
fortschreiten. 

Wir betrachten nun, indem wir z. B. ßx-ßnA^'^'^^^j^-^P^^) 
setzen, die Determinante 



Bi («2, i^2), B2 {CC9, i?2)i • . . Bp («2, ßd) 

B, («,_„ ß^,\ B, (a^„ ß^_,\ ...B^ (a^_„ ß^,) 
1, 1, ... 1 



und bezeichnen die in .ihr zu den Elementen der letzten 
Zeile gehörigen Unterdeterminanten resp. mit /i, y2, - . . Yp, 
so dass dies lauter endliche Grössen sind, von denen ins- 
besondere 
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yp 



Bi («1, ßi\ i22 («1, ßih . . . Vi («1, ßi) 

El («2, ß2h E2 («2, ß2\ . . • i?p_i («2, ^2) 



i?i (Vi'^P-i)' ^« (Vi'^P-i>' • • • Vi (Vi' ^P-i) 

i2i («1, ^11), i2i («2, ^21), . . . i?i («p_„ ^p_,,,) 

i22 («1, Ai), E2 («2, ^21), . . . i22 (Vi' ^p-i 1) =^Ai=^o 

B,.^ («1, ßn\ R,_, («2, ^21), . . . Vi (Vi-' ^P-1,1) 

ist. Nach elementaren Determinantensätzen müssen dann 
die Gleichungen 

y 1 i2i («pi»^ + y2i22(«-,^,) + . . .+ y^K^^^^ 

bestehen und es besitzt somit die Function 

(y (x, y)) = yi Ri {x, y) -^ytBAx,y)-\- ^. . + Y^B^ {x, y) 

sicher die Nullstellen (rc,y) = (a,/^)(i = l,2,...jp — 1); da nun 
(<p ix y)) = ^^^"^-^'^^^^=r»c.-r....Op==rp 

nnd .^ (a ) =t= (i — 1, 2, . . . jp — 1) ist, so folgt, dass auch 
(* fe, y))^ _ r /. _. an diesen Stellen verschwinden nmss ; 

d. h. für jeden endlichen Werth a; = «. (i = 1, 2, * . |? -- 1) 
existiert ein endliches y = /?,., welches die Gleichungen 

/, . *' sx ^ simultan befriedigt, folglich muss nach unserem 

{^Ky))=o 

Ci=yi,C,«y4,...Cp=yp 

Über die Resultante Ä (a;; Ci, ^2, . . . Cp) hergeleiteten Satze 
nothwendig 

Sia.; yi, 72, . . . y^) = (i = 1, 2, . . .1? — 1) 

sein d. h. die Resultante S{x;YifY2, * * -Yp) die, wie wir ge- 
sehen haben, wegen Yp^ nicht identisch verschwindet, 
besitzt die jp — 1 von einander verschiedene Nullstellen 
x = a.(i= 1,2, ...p — 1). 

Wegen S {x\ Yi^ Y2, * - - Yp) ist daher auch a fortiori 
/S^ (ic; Ci, Ce, ♦ • . Cp) in Bezug auf x von mindestens 
(p — 1)*22 Grade. 



{ 
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Nunmehr denken wir uns um die Stellen a;=a.(t=l,2,...j9-l) 
in der complexen Ebene resp. die Kreise 0,.(i=l,2,...p — 1) 
von endlicher Ausdehnung beschrieben, deren Radien 
r. (i = 1, 2, . . . j? — 1), wir, was wegen der Wahl der Stellen 
«1, «2, . . . ßp_i sicher möglich ist, so klein annehmen, dass 
diese Kreise sich vollständig ausschliessen und dass in 
ihrem Innern kein Werth von x existirt, für den sich ün- 
endlichkeitsstellen der Functionen Rj^ (x, y) (A = 1, 2, . . . p) 
oder Verzweigungsstellen ergeben, oder für welchen g (x) 
oder f^ {x) verschwindet. Die Stetigkeit der Potenzreihen 
(12), welche an der Stelle a;i = ai, 0:2 = «2, . . -ajp.i = «^^^ 
die von Null verschiedenen Werthe A^ ((X = 1, 2, . . . m (p — 1)) 
annehmen, lässt es ausserdem zu, die r, so klein zu wählen; 
dass diese Potenzreihen für alle Werthesysteme Xi^X2^^.*Xp_^, 
in denen x. innerhalb 0,. (i = 1, 2, . . . p — 1) angenommen 
ist, durchweg von Null verschiedene und natürlich aach 
endliche Werthe besitzen. 

Eine weitere Verkleinerung der r. behalten wir uns 
noch vor. 

Wir denken uns jetzt die Resultante 
S=8{x; Cu C2, ^ . . Q = (po + (PiX ^ (P2X^ + . . . + %xf , 
für deren Grad s, wie wir sahen, die Beziehung s>^— - 1 
besteht und deren Coefficienten y^=y^(Ci,C2,...C'p)(A:=0,l,.,.5) 
ganze rationale Funktionen von Ci, (72, . . . C^ sind, von 
denen y, nicht identisch verschwindet, nach Potenzen von 
X — «^ wo i eine der Zahlen 1, 2, ... ^ — 1 sein möge, 
dem Taylor'schen Satze gemäss geordnet, so dass sich 

(13) S=ipo + ipiAx-a)-^..,-i-ip^.{x-ay 
ergiebt. Hierin sind die Coefficienten 

* = «. 

offenbar wiederum ganze rationale Funktionen von 
Ci, 02, . . . (7p, die wir, indem wir sie nach Potenzen 
von Ci — /i, (^g — 72, • . C'p — Yp ordnen, als ganze ratio- 
nale Funktionen dieser letzteren Grössen auffassen. Da 
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S(x; Yu 72, . . . Yp\ wie wir sahen, für x = a. mit irgend 
einer Ordnungszahl /i, für welche s > fi > 1 gilt, ver- 
schwindet, so folgt aus (13), dass, wenn wir mit 
(/;[o) (A: = 0, 1, . . . s) die Werthe bezeichnen, die die 
ipi^ für Ci — yi = Ce — ^2, . . . = Cp — /p = annehmen, 
die Gleichungen 

(14) V'(0) = o(A=l,2,...M-l) 

bestehen müssen, während ip^^^ eine von Null verschiedene 
Grösse ist, deren absoluten Betrag wir 2 B nennen. 
Jetzt definiren wir 



(15) 



l ^^ Va:-a,; ^^ Vir-«/ * ^,^^—o,J 

woraus sich wegen (13) die Gleichung 

(16) 8=ip^.{x-a)ny + P+Q) 
ergieb^^ Wir beschreiben nun in der complexen Ebene 
weitere p Kreise Zi, Z2, . , . K^ resp. um die Punkte 
Yi, 72, ' * ' Yp mit einem gemeinsamen Radius q von end- 
licher Ausdehnung, über dessen Kleinheit wir noch ver- 
fügen wollen. Nun ist ^^ = ip^^^ + x^ , wenn wir unter x^ 
den entsprechenden für Ci — y, = (7a - /a = ♦ . . = C^ — /p^ 
verschwindenden Bestandtheil von ip^ verstehen. Wegen 
Stetigkeit des letzteren können wir daher q sicher so klein 
wählen, dass für alle resp. in Z^i, Z^b, . . • -Kp liegenden 
Werthe Ci, C«, . . . C^: | X^ I < ^ ist, da wegen | ipf \ = 2B 
noth wendig B > sein muss; es folgt dann sofort 
I V^^i I > I V^J?M — I X^ I > 25 — 5 d. h. es muss in den be- 
trachteten Bereichen durchweg die Ungleichung 

(17) \xp^\>B 

bestehen, während andererseits selbstverständlich auch eine 
endliche Zahl A> angebbar ist, derart, dass für dieselben 
Bereiche überall 
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(18) I V'^+i \<Ä(X=l,2,...s-fi) 
gilt; offenbar brauchen wir nämlich für A nur eine Zahl 
zu wählen, die grösser ist, als die dem Werthe nach grösste 
der Reihen der absoluten Beträge in ^^_^i, ^^-l29 • • • V', 
für C^ - y^j =: ^ (A = 1, 2, . . . p\ nachdem wir ^ > q be- 
liebig angenommen haben. 

Ebenso wie wir Cu C2, . . . C^ bezüglich auf das 
Innere der Kreise ii, jfiTg, . . . K^ beschränken, reduciren 
wir die Variabilität von x auf das Innere des um a. ge- 
schlagenen Kreises 0^ dessen Radius r. wir ausser den 
schon genannten Bedingungen jetzt noch der Ungleichung 

JD 

^. ^ 77-7-1 — fi unterwerfen, womit a fortiori auch die Un- 
* 2A + jd 

gleichung r . < 1 erfüllt ist. Es folgt dann aus (16), (17) 

und (18), dass 



|i'l<4(n+^ + -..4-rr'')<42''' 



A 



B l—r; 
also 

(19) \P\<^ 

ist. Nachdem r,. > nunmehr allen seinen Kleinheitsbe- 
dingungen gemäss festgelegt ist, wählen «vir irgend eine 
Zahl ff^ derart, dass < r^^^< r, ist und hierauf eine weitere 
Zahl (7, für welche die Ungleichungen 

bestehen und legen nunmehr endlich auch q> derart fest, 
dass noch für alle resp. in Ki^ Z«, . . . -K^ liegenden Werthe 
Ci, Ca, . . . Cp die Relationen 

(21) I V^J<C(A = 0, 1,;. .iit-1) 
erfüllt sind, was wegen Stetigkeit der für 

Ol — yi = (?2 — ^2 = . . . = Cp — /p = 
verschwindenden Functionen ^0, V'i» . • • ^^_i sicher mög- 
lich ist. Jetzt denken wir uns ein ganz beliebiges Werthe- 
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System Ci, Cg, . . . C^ resp. innerhalb Ki, -^2, . ♦ . -Kp ge- 
wählt, sodass P, 0, iS nun Functionen von x allein sind; 
es wird dann für alle x^ welche in der Fläche des Kreis- 
ringes liegen, der von 0. und dem ebenfalls um a. mit dem 
Radius rj^> geschlagenen Kreise C^^^ begrenzt wird, und für 
die somit die Beziehung r.> \ x— a.\> rj^) gilt, wegen (16), 
(17) und (21) die Relation 

bestehen, die wegen (20) übergeht in 

(22) iQI<^ 

woraus sich mit Hinzunahme von (19) wegen |P4-Q|<|P|4-|Q| 
das Resultat 

(23) ]P+(?j<l 

ergiebt. Lassen wir daher x innerhalb des genannten Kreis- 
ringes einen kreisförmigen Umlauf um a vollziehen, so 
beschreibt die Function 1 + P + Q zufolge ihrer Ein- 
deutigkeit ebenfalls eine geschlossene Curve, ohne den Null- 
punkt zu umlaufen; denn wegen (23) muss sie dabei stets 
innerhalb eines, mit dem Radius 1 um den Punkt 1 ge- 
schlagenen Kreises liegen; folglich kehrt das Argument der 
complexen Zahl 1 + P + 9 zu seinem alten Werth zu- 
rück, während das Argument der complexen Zahl (a? -a )", 
die bei den genannten Umlauf eine |U fache Umkreisung des 
Nullpunktes bewerkstelligt, offenbar um fi , 2 n i vermehrt 
wird, so dass die Gesammtvermehrung des Arguments von 
S = ip^, {x — «.)'* (1 + P + bei diesem Umlauf genau 
2 fini beträgt, also wegen ju > 1 von Null verschieden ist. 

Lägen nun sämmtliche Nullstellen a;^ (A = j, 2 . . .) 
dieser Function S =^ ipo -\- ^1 - {x — a) -{- . , . -\- ip^ . {x — «.)' 
für das gewählte Werthesystem Ci, C2, - * .- G^ ausserhalb 
0,., so würde bei dem genannten Umlauf die complexe Zahl 
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a? — a^ = (a. — cij) -\- {x— a.) einen Kreis um den Punkt 
a. — a^ mit dem Radius \ x — a. \ < r. boschreiben, ohne 
dabei wegen | a. — ax\> r. den Nullpunkt zu umlaufen; 
der Argumentzuvvachs von x — a^ und folglich auch von 
S ^= Gon^t. n (x — a^ würde daher Null betragen. Dieser 

Widerspruch zeigt also, dass 5'= S{x\ Ci, C^, . . . C^ für 
das willkürlich innerhalb Zi, jBT«, . . . K^ gewählte Werthe- 
system (7i, C2, . . . C^ mindestens eine innerhalb des Kreises 
0. gelegene Nullstelle x = a. besitzen muss. 

Folglich ergiebt sich nach unserem Resultantensatz, 
da wir es so eingerichtet liaben , dass f^ (a.) H= sein 
muss, dass ein endliches y = h. existiert, das die Gleichungen 

I , '' ^. ~ befriedigt; da nun überdies auch .^(a,)=HO 

ist, so folgt, dass (f (a?, y) = — Vt nothwendig die Null- 
stelle (a?, y) = (a-, 6.) besitzen muss. Dasselbe gilt natürlich 
für alle Kreise 0. (i =: 1, 2, . . , p ■— 1), wenn wir auch für 
die übrigen die analogen Kleinheitsbedingungen für ihre 
Radien r. und für den gemeinsamen Radius q der Kreise 
-STi, Z2, . . . -Kp aufstellen und diese Grössen sämmtUchen 
Bedingungen unterworfen, was offenbar stets möglich, ohne 
dass eine dieser Grössen verschwinden müsste. 

Nachdem dies geschehen, ergiebt sich also, dass die 
Function cp {x, y) = Ci B^ {x, y) + C2 R2 {x, y) + . . . + C^RJ<x,y) 
für jedes beliebige System von Werthen (7i, Ca, . . . C^, die 
resp. den von uns construirten Kreisen jBTi, Z«, . . . Ä^ an- 
gehören unter ihren im Endlichen gelegenen Nullstellen sicher 
p — 1 verschiedene Nullstellen (rc,y)==(«,6,)(i=l,2,..,2?— 1) 
besitzen muss von der Art, dass a. innerhalb 0,(i=l,2,..,p— 1) 
liegt. Da nun diese Kreise entsprechend klein gewählt 
sind, so liegt (a,, 6,) nothwendig in der Umgebung einer 
der Stellen (a, /9J (A: = 1, 2, . . * w), auf deren Bereiche 
sich die Entwickelungen (12) bezogen. Es kann daher der 
Werth der Determinante 
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Ri {au h), El («2, 1)2), . . . jBi {ap_^, bj^_^) 
■ßa (ai, bi), E2 (aj, b»), . . . R2 {%^t, b^_^ 



sicher aus einer der Potenzreihen (12) fära?.=a,(i=l,2,...p--l) 
bestimmt werden und ist folglich endlich nnd von Null ver- 
schieden, wie sich aus der Kleinheit der Kreise 0, ergab. 
Die von uns gebildeten endlichen Gebiete Zi, K2, . . . ^p 
erfüllen also in der That die an sie im Satze II gestellten 
Anforderungen, womit die Richtigkeit des letzteren voll- 
ständig bewiesen ist. 

Nachdem die Richtigkeit der Sätze I und II nunmehr 
feststeht, denken wir uns zunächst die in I genannten ganzen 
rationalen Functionen ^;^ (A = 1, 2, . . . Wi) der Variablen 



C'22, Cg3, 






Kp wirk- 



sowie die in II. bezeichneten Gebiete Ki, K2, . 
lieh gebildet und wählen, was nach dem am Anfang dieses 
Paragraphen bewiesenen Hülfssatz stets möglich ist, für 
(7^3 innerhalb K^, für C;^^ innerhalb K^ etc. für Cj^^ inner- 
halb Kp (A= 1, 2, . ..jp) solche Werthe, dass die Func- 
tionen 5^1, ^2, ♦ . . g^ sämmtlich von Null verschieden und 
natürlich endlich sind. Auf Grund der gewählten Werthe 
stellen wir dann nach Satz I die dort ebenfalls angeführten 
ganzen rationalen Functionen ö.(C]i,C'2i,...Cp^)(i=l,2,...W2) 
auf und bestimmen endlich für Cn, Cei, . . . C^,^ wiederum 
nach dem Hülfssatz Werthe, die sämmtlich in Ki liegen 
und für welche die letztgenannten Functionen alle von Null 
verschieden und endlich sind. Die durch 

9>x (^1 y) = Cxi ^1 (^1 y) + C!^2 B^{x,y)-\- , .. i- C^^ R^ {x, y) 

(A = 1, 2, . . . p) 
definierten Functionen besitzen dann nicht allein nach Satz I 
die ersten 6 der im vorigen Paragraphen aufgestellten 
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6 typischen Eigenschaften, sondern, weil überdies C^^^ in 
^i, C^^ in Kf, etc. (7;^^ in K^ liegt, nacli Satz II auch noch 
die 6te dieser Eigenschaften, Das System der so gebildeten 
Functionen 

yi (^, y), <f2 {x, ?/),... g^p {x, y) 
ist also nach § 5 in der That ein typisches; und die 
Existenz typischer Systeme ist hiermit vollständig bewiesen. 



§7. 
Es sei 

(1) ^x i^^y) = Gn ^1 (^, y) + ^2 B,{x,y) + ...+ C,^ E^ {x, y) 

(A=l, 2, ...1^) 

irgend eines der soeben als existierend nachgewiesenen 
typischen Systeme, so bleibt uns nach den Erörterungen 
am Ende des § 5 nur noch übrig zu zeigen, dass, wenn 
X irgend eine der Zahlen 1, 2, ... 2? ist, und wenn 
(ic, y) = (a^^\ b^^'^) {i =1,2,... t^) die sämmtlichen von ein- 
ander verschiedenen im Endlichen gelegenen Nullstellen von 
9^x (^1 y) ^^^^' wegen der geforderten eindeutigen Umkehr- 
barkeit des Gleichungssystems (I) nothwendig r^ •■= 2 (jp~-l) 
sein muss. 

Hierzu denken wir uns aus den genannten r^ Null- 
stellen irgend p — 1 solche herausgegriffen, die durch die 
letzte der im § 5 aufgestellten 6 typischen Eigenschaften 
ausgezeichnet sind, für die also, wenn wir sie in irgend 
einer Reihenfolge mit (ai, &i), (a2, 62), . . • («p.i, &p_i) hc- 
zeichnen, die Determinante 



J = 



Rt (ai, &i), Ri ia2, ftg), . . . ßi (ap_i, \_^) 
R2 (ai, h\ B% («2, ig), ... R% (ap_i, \_^ 



i2p-i(ai, &i), -ßp_i («2, W, . . . i2p_i(ap_„ \_^\ 

einen von Null verschiedenen endlichen Werth besitzt 
Eben wegen der genannten Eigenschaften müssen stets 
p— l derartige Nullstellen vorhanden sein. Die Anzahl 
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der übrig gebliebenen Nullstellen beträgt dann r^ — {p — 1) 
und ist sicher nicht kleiner als p — 1, da, wie im § 5 be- 
reits bewiesen war, gemäss den dortigen Gleichungen (7) 
die Relation ^;t > 2 (2? — 1) bestehen muss, Dcmgemäss ent- 
nehmen wir dem übrig gebliebenen Rest, was hiernach 
sicher möglich sein muss, irgend weitere 2^ — 1 von ein- 
ander verschiedene Nullstellen, die wir der Reihe nach mit 
(öp' V' ^^p+v '>p-fi)i • • • Kp-i)i Kp-1)^ bezeichnen. Ist nun 
(«vi &v) ®^"® beliebige der letzteren, also v eine der Zahlen 
i?»i? + I1 • • • 2(jp — 1), so werden wir nach Analogie des 
im § 4 eingeschlagenen Verfahrens die in der Einleitung 
aufgestellten Gleichungen (I) zur Ermittelung weiterer uoth- 
wendiger Bedingungen für die geforderte eindeutige Urakehr- 
barkeit derselben nunmehr speciell auf ihr Verhalten in den 
Bereichen der p Stellen (ai,6i), (a?, i;2), . • . (fl,,_3, ip_i), (a,, &,,) 
hin prüfen und demgemäss die variablen Stellen (xi, ?/i), 
{X2. 2/2), . . . (^,._i, 2/p_i), (^p, 2/p) bezüglich auf die Um- 
gebung von 

{au hl), (aa, &«), • . . (Oj^^, h^_^), {0^, hj 

beschränken. Wegen der so oft erwähnten typischen Eigen- 
schaften gelten nun, wie leicht ersichtlich, Entwickelungen 
von folgender Form: 



(2) j 



Vi = hl -h a, (Xi — fli) + . . . 
y^=i hi -\- «2 (x-i — fla) + . . . 



(3) 



-B* (aJi, y\) = i?t (öj, hl) + ß^^ {xi —«,) + ... 
-B* (^81 Vi) =^ -B* (««» hi) + ß^, {xi — at) -\- . . ■ 

ß* (^p, ^p) = ^k («., ^) + /»*.. (^p - «.) + • • • 
(/^ = 1, 2, . . . ;;) 
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(5) 



^Ä i^u Vi) = Yi te — ai) + . . . 
^A (^«1 y») = ^2 (a:2 — üi) -j- . . . 
(4)j 

y,tep_i,yp_i)=yp_i(^p_i— Vi)+ • • • 

fx K' 2/p) = ^r K — «,) + ... 

worin 6,, &2, . . . 6p_i, &^, Ä* («i, 6i), B^ia2, 6«), . . .Ä^t («p.^, fep. j), 
-^* (^v ^v)i yi» Xa, . . . yp_i, Yy lauter von Null verschiedene end- 
liche Constante sind. Insbesondere folgt aus (1), (3) und 
(4), dass 



(», y) = (a«, 6,) fc=l 



(a;, y) = (a,, 6,) ^^^ 



(d%{x,y) 



dRj^{x,y)\ 



^'-^~v d^ ; - ZjA~~d^) ~ 2j^^p-i 

(x,y)=(a^^6y) ^^1 (aj, y) = (fly, 6y) k-1 

ist. Andererseits folgen aus (3) nach der Theorie der Abel- 
schen Integrale durch Integration die weiteren Entwicke- 
lungen : 

1 



J*«„yi) 
Rk (^1 y) ^^ = Ai + ^k («1' ^) (^1 ^ ^^^ + i" '^ti (^^ ~" ^i)^ + • • 

/(a?» y«) 2 

^k (^» y) rfa; = ^^ + R^ (a2, 62) (a;2 — a«) + g ßk2 (^« — ^^2)* + . .. 1 



(f.,d.) 



/(xp_i,yp_i) j 

(Cp_i,rfp_i) 

/(>yp) 2 

i?, (o:, y) Ar = A,^ + 2?, (a„ 6,) ^ - a J + g ^*. (^p - O* + • • 

(V^'p) (Ä = 1, 2, ... 2?) 
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worin die Integrationsconstanten 

nach den Erörterungen des § 1 sicher endliche Grössen sind. 
Für die betrachteten Bereiche geht daher das Gleichungs- 
system (I) über in das System 

I {a^i-«i)^ +• • .+/?p,p-iK-i- «p.i)^ + /^p.K-«.? }+ . . . 

Hierin sind die folgenden Glieder sämmtlich homogene 
lineare Funktionen von (xi — «i)^, . . . {Xj^_^ — ap_J^,(Xp — a^Y 
für alle Werthe (» = 3, 4, . . . , während ei, ^2, . . . e^, 
nachdem über die Integrationscurvon bis in die betrachteten 
Bereiche in irgend einer Weise verfügt ist, wohlbestimmte 
endliche Grössen bedeuten, die sich durch Zusammenfassung 
der Integrationsconstanten ergeben. 

Ist dann nach beliebiger Wahl der Grössen v 
X. = '§. (i = 1, 2, . . . /)) 
irgend ein Werthsystem, welches die Gleichungen (V) er- 
füllt, so bilden, wenn man die zugehörigen Werthe 
y. z= rj.(i=z i^ 2, . . . p) aus (2) errechnet, 

(^, y) = {l. %) (i=l, 2, . . . p) 
offenbar ein System von Stellen der Riemann'schen Fläche 
von der Art, dass das Ausgangssystem (I) durch 

0^. 2/,) = il. %) {i=h 2, . . .1?) 
nach entsprechender Verfügung über die Integrationswege 
für dieselben Werthe der v befriedigt wird. 



(6) 
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Wir machen nau in (V) die Substitution 

ti = Bi (ai,bi) (.ri-ai)+ . . . +-«1 (Vi'Vi^ (V~"p-'^+-^» KK)i^{ 
ti = Ri (flfi,6i)(a3i— «1)4- . • . -I--B2 (Vi'Vi) (^P-i~"p-i)+-^ («A)'V 

Vi— ■^p-i(«i'*^i) («i-fli)+ . • • +-Bp.i(ap.i,Vi) (V~Vi)+^mMJ(3;,- 
tp = . (.*i-ai)+ . . . + 



. (S.i-S-i)+ i-(v 



welche, da hier die Substitutionsdeterminante offenbat den 
Werth J ^ a besitzt, zu der eindeutigen Umkehm? 
fülirt: 



(7) 



X — a =^ c^"^ t. 4- -\- &'^ t -4- c^*^ t 

^o - a. = 4»;) ti + . . • + c<;).i tp., + 4;> tp 



^2 



«2 



^-ai 



«p-i - Vi = ^^1.1 ti + . . . + c^Xi Vi + <-i^ ^ 



aj. 



— a, = . ti + 



+ 0.t,,+ l.t„ 



deren Coeflicienten c wohlbestimmte endliche Grössen sM. 

Die Unabhängigkeit der neu eingeführten Variablen 
*ii *29 • ♦ • *p 5^* hierdurch offenbar gesichert; denn ver- 
möge (6) und (7) ist zu willkürlichen Werthen der x stets 
ein Werthesystem ti, t2, . ♦ . tp und umgekehrt: zu willkür- 
lichen Werthen der t stets ein Werthesystem x^, X2^ * . . 3c^ 
bestimmbar; und zwar wird letzteres, wie aus (7) hervor- 
geht, stets in den betrachteten Bereichen liegen, wenn man 
die Werthe der t auf das Innere eines genügend kleinen, 
um den Nullpunkt geschlagenen Kreises beschränkt. 

p 

Als Nullstellen der Function g>jf{x,y)=^ C^j^ i2^ te, y) 

erfüllen (a^, 6,), (a^, b^), . . . (ap_^, 5^.^), (a,, b^) die Glei- 
chungen 

0x1 ^1 («1. K) + . . . + C,p Rp (a,, b,) = 
l Qi ^1 («vi U + • • * + (^^ i2p (ö^., &v) = 



(8) 
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woraus sofort hervorgeht, dass C^^^ =t= sein muss ; denn 
sonst müsste einerseits wegen der ersten typischen Eigen- 
schaft eine der Zahlen (7;^^, C^^, . . . Cj^^_^ nothwendig von 
Null verschieden sein, während andererseits, hiermit im 
Widerspruch die dann bestehenden Gleichungen 

0x1 ^1 («IV \) . + .••+ C^.i Vi K' h) = ^ 

i C,, R, (V„6p_,)+ . • . + C^_, V, (a^„ \_,) = 

wegen J J^O die Relationen Cj^^=^ . . . = CJ^^i =^ nach 
sich ziehen würden. 

Addiert man nun die Gleichungen (8) nachdem man 
sie resp. mit {x^ — a^), . . . (x^_^ — a^^^, (x^ — aj mul- 
tjpiiciert hat, so folgt: 

Die wegen C^^ =}= zulässige Division durch C^ er- 
giebt hieraus unter Berücksichtigung von (6) 

C C 

pi,)(x'^-a,)+..+i2p(ap.i,6p.i)(a:p.j-ap.i)+7?p(a C^Vr 

Demgemäss geht das System (V) durch die gemachte 
' Substitution (6) und (7) bei Entwickelung nach dem 
" Taylor'schen Satze, wie leicht ersichtlich, über in 

'^ ^ ^ 11 ip 1^1 p-l,p Ir 

' '^ '^ ^ 21 Ip 2,p-l p-1^ 2v 



e =O.ti+0.t2+...+l.t,.,+t^^[/9 (c<'))«+...+/9 (cW)«+|? ]+G 

^ P^-^ ^ ^ Z p.1,1 Ip P-Irf>-1 p-lrf> P-I,r p-1 

P=(-t:>-+(-l)''+--+(-^)v.<tf.w--*ua'^?.i^<', 



l 
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wenn man ti, t2, . . . t^ auf ein genügend kleines, um den 
Nullpunkt abgegrenztes Variabilitätsbereich beschränkt. 
Hierin sind öi, Ö21 • - • ö^p? wie aus der gegebenen Struk- 
tur des Systems (V) leicht geschlossen werden kann, nach 
ganzen positiven Potenzen von ti, t2, . . . tp fortschreitende 
Potenzreihen, deren Glieder mindestens von der zweiten 
Dimension hinsichtlich dieser Grössen sind und t^, da, wo 
es isoliert auftritt, nur mit Exponenten enthalten, die 
grösser als 2 sind. 

Wir denken uns jetzt resp. um die Stellen ai, 02, ... a^.^, a^ 
in der complexen Ebene p Kreise Oi, O2, . . . 0^.^, 0^ von 
endlicher aber beliebig kleiner Ausdehnung beschrieben, 
so dass, indem wir die Variabilität von x^^x^^ . , , x^^^ x^ 
resp. auf das Innere von Oi, O2, . . . 0^^^ 0^ beschränken 
die Convergenzbedingungen von (2) und (V) sicher erfüllt 
sind; dann lässt sich, wie sofort einleuchtet, stets eine 
Zahl rf > bestimmen derart, dass für alle Werthe ti,t2,...tp, 
die die Bedingungen 

I t, I < rf (i = 1, 2, . . . 1?) 

erfüllen, sich aus (7) nur solche Werthe o^i, 0:2, ♦ . . iCpi , x^ 
ergeben, die resp. in den genannten Kreisen liegen. 



A= 



Gesetzt nun, 
1, 0, ... 
0, 1, .. 


es hätte die Determinante 


0, 0, ... 
/ Cxx\l Cxi\ ( 





einen von Null verschiedenen Werth, so würde sich nach 
unserem, im § 3 bewiesenen Fundamentaltheorem in Bezug 
auf das System (VI) folgendes ergeben: 
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Es lassen sich p Kreise Zj, Z29 . • . -ffp um Punkte, 
die in beliebiger Nähe von resp. ci, 621 • • • ßp liegen, so 
beschreiben, dass für willkürliche, unabhängig von einander 
in diesen Kreisen gewählte Werthe Vj, t^, - - - v^ stets 
Werthesysteme ti, t2, . . . t^, existieren, welche die Glei- 
chungen (VI) befriedigen und die Bedingungen 

|t, |< rf(i=l, 2, . . . p) 

erfüllen, und zwar können hierbei für t^ stets zwei von 
einander und von Null verschiedene Werthe t^^^ und t^^^ ge- 
wählt werden. 

Sind nun t<»), t<^\ . . . t^^.^ resp. tf , tf , . . . tj,^> die- 
jenigen Werthe von ti, t2, . . . t^.i, welche tj,^^ resp. t^^- zu 
einem solchen Werthesystem vervollständigen, so erhalten 
wir dementsprechend aus (7) zwei Werthesysteme 

X. = ^^^ (z = 1, 2, ... 1?) und X, = Jp> (i = 1, 2, . . . p\ 

welche für dieselben v die Gleichungen (V) befriedigen, 
deren rechte Seiten ja mit Hinzunehmen von (7) identisch 
in die rechten Seiten von (VI) übergehen. Wie wir ge- 
sehen haben, liegen dann '^^p, i^Q\ . . . fj,?^^, §^<?) {q = 1, 2) 
resp. im Innern clor beliebig klein construierten Kreise 
Ol, O2, . . . 0^_^^ 0^ und es sind, da insbesondere 

f(i) — a = t^^> und J(2) — a = t^^) 

ist, die Werthe '^^^\ §^^^ sicher von einander und von a^ 
verschieden. Sind dann y. = rj^'^^ (i = 1, 2, . . . p) die 
resp. zu X. = SJ^> (i = 1, 2, . . .p), und 1/. = rjf) (i =r:i 1, 2, . . . p) 
Die resp. zu x. = J(^> (i := 1, 2, . . . p) vermöge der Glei- 
chungen (2) gehörigen Werthe von 2/1, ^2» • • • Vpi so bilden 
nach unseren früheren Erörterungen (JJ*>', rj^^^) (i = 1, 2, ... p) 
und {^^\ rfp) Ci = 1, 2, . . . |)) zwei Systeme von Stellen 
der Riemann'schen Fläche von der Art, dass, wenn das 
System (x., y^ (i = 1. 2, . . . p) mit irgend einem dieser 
Systeme identificiert wird, das Gleichungssystem (I) für die 
unabhängig von einander gewählten Werthe vi, V21 • • • ^p 
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befriedigt wird ; und dies steht offenbar mit der geforderten 
eindeutigen ümkehrbarkeit von (I) im Widerspruch, falls 
sich zeigen lässt, dass die beiden Systeme 

(^'\ ri^^) (i = 1, 2, . . . p), (JP>, t?f)) ü =1,2,,.. p) 

auch abgesehen von der Reihenfolge ihrer Elemente von 
einander verschieden sind. Hierzu aber genügt es, darza- 
thun, dass z. B. die Stelle {^^\ rf^^) im Systeme 
(J<i>, ^p>) (i =: 1, 2, . . . I?) nicht vorkommen kann. Da 
nun schon ?|f> -4= ^^p^ ist, so ist (^^\ rji^^) sicher von 
(^f\ Vf^) verschieden ; ebenso lässt sich aber bewirken, 
dass {^^\ rj^^) auch mit keiner der Stellen 

(ja;, ,,(2)) (i = l, 2 p-1) 

übereinstimmt; denn sollten, was nicht ausgeschlossen ist, 
unter den Werthen «i, 02, . . . aj^_i Grössen a, existieren, 
welche mit a übereinstimmen, so müssen die Stellen 
(a,, \) und (a^, ftj, da es doch von einander verschiedene 
Nullstellen von cp^ {x, y) sind, in verschiedenen Blättern 
liegen; mithin muss in diesem Falle, da zufolge der 4*60 
typischen Eigenschaft die Wurzeln y der Gleichung 
F (a^, y)-=^ alle von einander verschieden sind, noth- 
wendig h^ =4= h. sein; daher konnte man die um ai, a^ ... leip^i, % 
geschlagene Kreise Oi, O2, . . . 0^_^^ 0^ wegen Stetigkeit 
der Potenzreihen (2) sicher auch so klein wählen, dass für 
alle Werthe iCi = ?i, 0^2 = ^2^ • • • ^p =^ ^p' welche resp. 
diesen Kreisen angehören, von den zugehörigen, aus (2) zu 
bestimmenden Grössen y^ = ^j, 2/2 = %, . • • J/p = \^ i^oth- 
wendig i^^, ri. von einander verschieden sind. Wenn wir 
also auch zulassen müssen, dass unter ^f\ ^f\ . . . S^^ii 
solche Werthe S(^^ existieren, die mit ^p übereinstimmen, 
so ist dann doch nothwendig rf^^ =4= i^p, womit die wirk- 
liche Verschiedenheit der Systeme (^^>, rif^) (i =: 1, 2, ... p) 
und (?f), i?p>) (i = 1, 2, . . . p) dargethan ist. 

Die gemachte Annahme, die Determinante A sei von 
Null verschieden, ist also mit der geforderten eindeutigen 
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Umkehrbarkeit von (I) anvereinbar und es muss desshalb 
^ = 0, oder, wie sich nach Multiplikation mit 2 ergiebt: 

1, 0,... 0, ;9^^(c(;))24-...+^,^^(cW^)i.+^^^ 
0, 1, ... 0, ß,M^'-^ • • • 4 ß,^, (cw,,)8+/?,. 



0, 0,... 1, /S,,,i(cW)*4-...+/?,.,^,{cW,/+/J,,,, 

Cxi Ci, 

pv 



cv a^''---^^''*^^(^^'>'+- • •+''-' (a>'+^. 



= 



sein. Wendet man den bekannten Satz, der die gleich- 
zeitige Entwickelung einer Determinante nach den Ele- 
menten einer Zeile und einer Colonne lehrt, hier auf die 
letzte Zeile und letzte Colonne an, so geht diese Gleichung, 
wie sofort zu sehen über in 

Ordnet man diese Gleichung nach Multiplikation mit 
Cjp nach Potenzen von 6j^ (ft =i l, 2, . . , p — 1), so folgt: 

p p p 

Wegen (5) ergiebt sich hieraus endlich 

- y. = (C<;0^ /!+... + (C<!>J2 y^^^ (V = p^p^l, . . .2(2^-1)) 

Schreibt man nun zur Bestimmung der Grössen 
<:W(/cz=i,2, . ..p — 1) die Gleichungen (6) in der Form: 

so folgt wegen (7), dass 
p-i 

{H = l,2,...p—1) 
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ist. Da nun ti, t^, . - • tp, wie wir saben, als unabhängige 
Variable betrachtet werden können, so müssen die entsprechen- 
den Coefficienten rechts und links übereinstimmen, und man 
erhält durch Vergleich der Coetficienten von t^ die Rela- 
tionen 

wodurch die Grössen c^^"^, . . , d^l^ ^ wegen ^ =|= offenbar 
allein schon eindeutig definiert sind. Wir haben also, wenn 
man noch zur Beseitigung der dreifachen indices 

c^p ^r-j^ht^\^-_^y^p + 1, ... 2 iv-l)) 
setzt, aus der geforderten, eindeutigen ümkehrbarkeit von 
(I) folgenden Satz erschlossen: 

L Sind [au 6i), («2, 62) . . . (Vi, &p_i) irgend p— 1 
der Stellen (af\ hf^) (i = 1, 2, . . . r^), welche die Bedingung 

Hl («1, 61), Ri (a2, 62), . . . i2i (ap_i, bp_^ 
B% (ai, 61), R2 (a2, ig), . . . R2 {a_^, h_^ 



Ep-i {cLu hi\ Rp_^ (aa, W, ... -ßp-i i% 



-V Vi 



= =0 



erfüllen, und sind (a^, ftp, (a^^^, ft^^,), . . . (ag^p.,), ftacp-i)) 
beliebige andere, von einander verschiedene aus den ge- 
nannten Stellen, so lässt sich stets ein System von (p — 1)^ 
endlichen Constanten 

^^11, Ä;,2, . . . Ä;j,p_i 

^21, Ä:22, . . . ^2,p-l 



(9), 



V'^p-1,1' *p— 1,8» • • • "p-lj>-l/ 

eindeutig durch die (p — 1)* Gleichungen 

•^M ^%' ^) — ^" ■?/» (*"!' ^>) + ^18 -K^ (««' «'s) + • • • + Äl,p_l ^^ («p_l' ^P-l) 
■ßrf («p+1. ^p+l) = *" -R;u («ll ^0 + ^82 -ß^ («81^2) + • • • + ^2,p-l -ß^ («p-i' ^-l) 



(M = l,2,...|j-1) 
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definiren, und es müssen dann für diese Constanten, wenn 
man noch 

(a?, y) = (a,, ^) 
setzt, noth wendig die Relationen 

. - y^i = ^, Yi + Ä^ /a + • • • + *2,p-i /p-i 

~ Y2 (p— 1) ^^^ ^—1,1 Yi ~r ^p-1,2 ^2 + * ♦ • I «p_i,p_i Yp^i 
bestehen. 

Da wir nun die Stellen (a-, ft.) (i = 1, 2, . . . 2 (jo — 1) 
wirklich in der angegebenen Weise auswählen konnten, so 
folgt aus den Gleichungen (10), deren linke Seiten, wie wir 
sahen, wegen der 5 ten typischen Eigenschaft sämmtlich von 
Null verschieden sind, dass für jeden Werth a=il^2, ...p — 1 
unter den Zahlen 1, 2, ... p — 1 mindestens eine Zahl r^ 
existiren muss, in Bezug auf welche k^^^ =1= ist. Hieraus 
folgt aber sofort, dass die Determinante 

i2i(a, , &i), * • • ^i(a.^-r ^-^i)' ^1 («p+cT-i' 'V^-i)' ^»(«r^i' ^r,+i). • • • JSi(ap_i, 6p_i) 



jB: 



Iip.Muhl)y.^Iip.l(%--vK^l)^^^^^^ 



von Null verschieden ist; denn durch Auflösung der in (9) 
enthaltenen Gleichungen 

— H^ K+o-ii&p+a-l) =*oiß^ (^ubi) + ... + K^ ,R^, (%A)+'--^K,p-lI^f. ( Vi' Vi) 

(iU = l, 2, ...p— 1) 

ergiebt sich, dass der Werth von E abgesehen vom Vor- 
zeichen mit dem Produkte 

-Bi (ai, &i), Ri (aa, 62), . . • Äi («p.i, &p_i) 
•B2 (ai, 61), R2 (a2, 62), . . . i22 (öfp_i, 6p_i) 



•Bp_i (öti, 61), Äp_^ (aa, 62), . . . i2p_i (ap_i, ft^, J 



(11) 
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übereinstimmen muss. Wegen E H= können wir aber 
offenbar in dem soeben gefundenen Satze I die Stellen 

(au hl),,., (ttp^i, 6p_i) durch die Stellen (ai, &i), . . . (a^^^^, b^ _J, 

(«p, &p), ♦ • - (a2(p-ir *2(p-i)) ^^'irch die SteDen (a^, b^\ 

...(«p+a-2. &p4.^_2X(V ^r> («p^o^ W' ' ' ' («2(p-l)i ^2 (p-1)) ß^- 

setzen und erhalten dann nach dem genannten Satze folgen- 
des Ergebniss: 

Es lässt sich ein System von (p — 1)« endlichen 
Constanten 

/ ^11? ^12' • • • hip-i 

hv ^22' • * • 2^-1 

>-l,19 ^p— 1,2 • • • >1^-1 

eindeutig durch die (p — 1)^ Gleichungen 

((>=l,2,...a-l) 
^0-1 r-1 

r^-1 p-1 

'B,{a^,.b^,,,)=^ % B, (a, b)]+l^^B^{a^^,,, b^^J + ^[l^B^ (a^ 
^^ '='•04.1 

(/i = 1, 2, . , . |) — 1) 

definieren, und für diese Constanten bestehen dann die Re- 
lationen 
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(12) 



p+(H-l 






1=1 



t=r^+l 
p-1 



i=l ^=»*o+l 

Andererseits kann man aber das Gleichnngssystem (9), 
indem man die darin enthaltenen Gleichungen 

{fi^ 1,2, ... p-1), 
was wegen ä_. =4= stets möglich, nach B„ (a, , h ) auf- 
löst und der gefumiene Ausdruck in die übrigen Glei- 
chungen einsetzt, ganz direkt in 

/=i 
p-i 



(13) 



'='■«+1 



^j*,-^=UÄ,(«„y) 



P-1 



■^>v^J 



((»==1, 2,...<y-l) 



1=1 



-0+1 



■i2,(«^^,,Wi)=2f''^.-^^*«)^.(«^'^)}+(^ 



p-1 

.=ro+l 

((^ = (r+l, .,.p-l) 

(ilA = 1, 2, . . . I? — 1) 
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fiberfahren ; nnd auf genau demselben Wege d. h. durch 
Aoflösang der «rten Gleichung nach r und Einsetzung des 
gefundenen Ausdruckes in die übrigen Gleichungen geht 
das System (10) direkt aber in 

rff-l p— l 



{q -= 1, 2, . . . tf - 1} 



2A* 



p-1 



Ä» 'H-ff-» 



*Zk- 






p-1 






(? = *+!, 



p-1). 



Da nun die Constanten l (g, v = 1, 2, . . . p — 1), 
wie wir sahen, durch das System (11) eindeutig definiert 
sind, so ergiebt der Vergleich Ton (11) und (13), dass noth- 
wendig 

'rt— ;r *'«^i=l,2, ... r -ij'k— :^<«'=^'2,...<r-l),?^=Ä-^.-^-Ä. 



Or„ 



^ K 



/? = 1, 2, . . . <r - 1 \ 
\i=r„ + \, ...p-l) 



k= 



(i = 1, 2, ... r„—lh h 



k ' 






?„=^(i=r„+l,...i7-l) 



fö, 



^ (?=<r+l, . . ._p-i),Z^=t^._ -^A-„ 



IQ = <s+\, ... p-l\ 
U = r„+1, ...p- l/ 



sein muss. Bei Einsetzung dieser Werthe in (12) ergiebt sich 



(15) 



— 87 



V^ *^ 1 V^ ^m 



Durch Subtraction der Gleichungen (15) von den ent- 
sprechenden Gleichungen (14) erhält man 



r/i-l 



2ft... K, . k^ . 2A!. .^2Ä;., Ä;„, , * 



((.= 1, 2, ...tf-l) 

(? = ^+l, ...1>- 1) 

Nach Division durch 2 aus Multiplikation mit k^^ 

gehen diese Gleichungen, wenn man in ihnen für — y^_^ ^ 

den aus der c rten Gleichung (10) sich ergebenden Werth 

einsetzt, über in 

L ,=1 »=r^-f-l J 
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wofür man offenbar schreiben kann: 

1=1 

Unter den Grössen ä;^, A^, • . . ä:^ p_i seien nun diejenigen, 
welche nicht verschwinden, mit k^ , k^ , . , , k„^ bezeichnet, 
so dass 



(17) > k.k^.Y=.k^ k^ y^-\-k^^k^ /« +--+Ä:^« ä:^ /« 



ist, wobei l<l<'p — 1 sein muss; offenbar hätte man dann 
für r^ jede der Zahlen mi, m«, . . . m^ wählen können, wo- 
durch sich gemäss (16) die Gleichungen 

p-i 

1=1 

ergeben. Ist daher eine der Grössen ä:^« , ä^ , . . ♦ k^^ 

von Null verschieden, so verschwindet \ ^niKi^x wegen 

»=i 
der betreffenden Gleichung (18), während sich, wenn alle 
Grössen k^^ , jfc^^ , - - - k^ verschwinden, dasselbe Re- 
sultat aus (17) ergiebt; es muss deshalb in allen Fällen 
p-i 

y^k^k^r,= 0{Q = l,...G---l,G-\-l,...p—l) sein; 
t=i 

da nun hierin für er eine ganz beliebige der Zahlen 
1, 2, ... p — 1 gewählt war, so können wir mit Hinzu- 
nahme der Gleichungen (10) offenbar schreiben 
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Nach Division durch die von Null verschiedenen Grössen 
— /p+o-i erhalten wir daher, wenn wir noch 



(19) r= ^ 



Kn Yn 



Yp^v-i 

setzen, das bemerkenswertlie Resultat 
p-i 



(/*,r=l,2,.,.j?--l) 



Durch diese (p — !)• Gleichungen, aus denen sich direkt 



kn k\2 ... k^^ p.i ' !rii n« 



Äai k22 



K, p-l ! 1^» ^22 



'1, p-1 

^"2, p-l 



also 



p-i, p-i I 



Vi,i Vi,2 • • • Vi, p-l 



1 . . . 0! 
1 ... 



), 



hl Ä;i2 . 
k2\ k%2 . 



%p-i 

2, p-l 



... 1 



+ 



Vi, 1 p-l, 2 • ♦ • Vi, p-l 
ergiebt wird aber das System 

^p-l \ 



/ni, ri2, . 

^21, ^22i . 



' 2, p-l 



^ Vl,l' Vl,2' • * * %-l, P-l / 

bekanntlich eindeutig, als das reciproke System zu 
knt ki2^ . . . /c. 



/1C21, Ä;22, 



-1, p-l 
2, p-l 



, Vl,l' P-1,2' * * • >-!, p-l 

definirt, weshalb wir den Gleichungen (20) sofort die weiteren 
Gleichungen 

?=i 



■1) 
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an die Seite stellen können, welche wegen (19) über- 
gehen in 



(21) VM. 



1^ _ 

y,' ^~* (?,«r=:i,2,...p-l). 



0, ^=4=a 

Sind daher fi, v irgend 2 der Zahlen 1, 2, ... p — 1, 
so folgt aus den in (9) enthaltenen Gleichungen 



p-i 



- -^M («P+.-1' ^H-- 1>= 7 j K ^^ K' *?) 



9= 

p-1 



(t=l,2,...p-l) 



ßA<^,^<-vbr^-r)=^KKK U 



durch Multiplikation und Summenbildung, dass 



9, a, 1=1 



p-1 






ist. Aus der geforderten eindeutigen Umkehrbarkeit des 
Systems (I) hat sich also weiterhin noch folgender Satz er- 
geben : 

IL Sind (ai, 61), (a2, 6«), . . . ia^_^, h^_^ irgend p-1 
der Stellen {af\ hf^) (t= 1, 2, . . . t^), welche die Bedingung 



(22) 



•^1 («1, ^1)1 -ßl («2 ^2)1 • • • ^1 (Vl' Vi) 
JB2 («1, 5l), -82 («2>&2)> • • • -B2 (Vi' Vi) 

•Bp.l(ai, 2>l), Äp-i(a2,ft2), . . . Äp.i(a^i, Vi) 



'p-1 p-1' p-l'' 



=t^o 



erfüUen, und sind (a,, 6^), (a^^,, 6^^^), . . . {a^^J,_^y b.,^^^) be- 
liebige andere, von einander verschiedene aus den genannten 
Stellen, so müssen, wenn man 
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l,2,...2(i)-l)) 



setzt, nothwefldig die (p— 1)^ Beziehungen 

{(i,v= 1, 2, .. .p-l) 

bestehen. 

Gesetzt nun, es sei ^;i>2(jp — 1), so existiert unter 
den Stellen (a^^>, hf-^) (i = 1, 2, . . . r^) sicher eine Stelle 
(a, &), welche von den Stellen (a., &.) (i = 1, 2, ... 2 (i?— 1)), 
die wir in der angegebenen Weise hatten wählen können, 
verschieden ist und für welche wegen der typischen Eigen- 



ver- 



— ) = y ebensowenig 

schwindet oder unendlich ist, wie die Grössen /i, y^,--* f^ip-i). 
Betrachtet man daher zunächst den Fall jp =- 2, so 
könnten wir in dem eben gefundenen Satze II, der hier die 
Gleichung 

B\(ßM _ _ I^{ (^2, h) 

n ~ >2 

liefert, offenbar jede der Stellen (ai, 6i), (02, ^2) Jurch (a, h) 
ersetzen ; denn die Bedingung (22), an welche diese Gleichung 
geknüpft ist, lautet in diesem Falle R^ (oi, &i) =|= und 
wird daher wegen der 4ten typischen Eigenschaft hinsicht- 
lich sämmtlicher Grössen R^ (%, 61), R^ {a^y h), Ri (a, 6) 
schon von selbst erfüllt. Demgemäss würden wir die letzt- 
genannte Gleichung zu dem System: 

l. R{{a,,h) ^ R\(a^,h) ^ ^ (a. &) ^ ^ 

71/2 y 

1 . R{{a,, h) ^ ^ R\{(h.,h) ^ R\ (g, h) ^ ^ 

0.^(01^) R\(ß2^ R\ (g, h) ^ ^ 

/i 72 y 
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vervollständigen können, woraus sich, da hier alles endlich 
ist, wegen 



1 


1 





1 





1 





1 


l 



= -2 



nothwendig 



H'i {«2» ^2) 



El (a^b) 



= 0, 



also El («1, 6i)=i2i (a2^h)=Ei (a, &)=0 ergäbe; und dies 
steht in Widerspruch mit den eben genannten typischen 
Eigenschaften. Folglich ist für jp = 2 die Annahme 
T^> 2 (p—l) unzulässig, und es muss daher, da andererseits, 
wie wir sahen ^^ > 2 {p — 1) ist, im Falle j? = 2 in der 
That T; = 2 (^—1) sein. 

Da also dieser Fall hiermit erledigt ist, so setzen wir 
p>3 voraus und wissen dann, dass wir im Satze II wenig- 
stens jede der Stellen {a^, \), (a^^,, (tp+J,. . .K(p_i), ^^(p-i)) 
durch (a, h) ersetzen können, wodurch sich zum Gleichungs- 
system (23) noch weitere j9 — 1 analog gebildete Gleichungs- 
systeme hinzugesellen. Durch Vergleich der letzteren mit 
(23) ergiebt sich aber sofort 



J2ia.,_,,J.,^,)i2,(a., _,,&._,) Eia.h) . i2,(«,&) 



'p+»-i 



(i = 1, 2, . . . ^ - 1) 



(iU, V = 1, 2, . . . p— 1), 
wodurch die Gleichungen (23) übergehen in 



p-i 



(24) y 5>*' ^*) • ^v(^*> K)^ 



(^, V = 1, 2, 



-(p-l)- 



B^ia,b)BXa,b) 



.p-1) 



Nach dem Mnltiplikationstheorem für Determmanten 
wärde aber Merans 
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■Ri (aiA).-^i («p-i'Vi) 



Ei(aiA) i2i(«M'Vi) 



/i 



'p-i 



i2. 



p-l\'^^ 



■i-'rl 



B. 



%p-i 



^p.i((^uh\ -* -ßp-iK-i'Vi) 



-^p-i(ai,6i) .iZp-iK-nVi) 



/i 



B. 



fp-i 



'p-1,1 ' • 



folgen, wo JB^ (a, 6) . B^ (a b) = B^^ (^, v = 1, 2, . . . p—1) 
gesetzt ist. Da dies nun, wie sofort zu sehen, gleichbe- 
deutend ist mit 



yi-y2*.yp-i 



Bi (ai,6i),...-Bi (a,.„Vi) 



B^i{ai,bi\ •'>BJa.^,h.) 



p-lV ^p-11*'p-l>' 



=(-^)[-Bi(a,6)..-Bp.i(«,6)]'' 



und da wegen jp > 3 der Grad p — 1 der rechtsstehenden 
Determinante mindestens 2 beträgt und diese Determinante 
desshalb wegen Uebereinstimmung ihrer Reihen nothwendig 
verschwinden muss, so folgt, dass in Anbetracht des sicher 

endlichen, von Null verschiedenen Werthes von 

Vi . Y2 .-. /p-i 
nothwendig 

JSi (ot, bi\ i2i (02, ^2), . . . -Ri (Vi' Vi) 

JSg («1, h\ B2 («2, ^2)1 . . . ^ (%,v Vi) _^ 



^p-i («11 h\ -Rp.! («2, ^2)1 . . . i?p.i («p-i' Vi) 
sein mtisste; und dies steht im Widerspruch zu der 6ten 
typischen Eigenschaft, welcher entsprechend wir die Stellen 

(ai, ?>i), (ag, ^2)1 . • • (ap_i, 6p_i) 
gewählt hatten ; es ist also die Annahme t^> 2 {p — 1) 
auch hier unzulässig und es ist somit, da andererseits, wie 
wir wissen, '^i>2{p — l) sein muss, gezeigt, dass in 
allen Fällen für jedes typische System nothwendig die Re- 
lationen 

^, = 2(p^l) (A = l, 2, ...2?) 

bestehen müssen. 



.. Ä 



1 1 ... 1 
1 1 ... 1 

1 1... 
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Nach den Darlegungen am Ende des § 5 ist aber 
hiermit der Beweis des in der Einleitung angekündigten 
Satzes vollständig erbracht. Mit Hinzunahme der aus der 
Theorie der AbeFschen Functionen bekannten Umkehrung 
des letzteren können wir also folgendes Resultat aus- 
sprechen : 

Das Gleichungssystem (I) ist dann und nur dann in 
dem in der Einleitung angegebenen Sinne eindeutig um- 
kehrbar, wenn für die Functionen Rj^ (ic, i/) (A = 1, 2, . . . p) 
irgend jp linear unabhängige Integranden erster Gattung ge- 
wählt werden. 



Vita. 



Natus sum Bernhardus de Ludwig in villa Neu- 
waltersdorf die XVI. Octobris anni MDCCCLXIV patre 
Roberto, matre Josephina e gente de Humbracht. Fidei 
adscriptus sum catholicae. Gymnasium frequentavi Glacense. 
Maturitatis testimonio vere anni MDCCCLXXXII accepto, 
militiam capessere constitui et Berolini atque Danzigi et 
didici rem mllitarem et ordines duxi. Ad altiorem digni- 
tatis gradum provectus, per valetudinem militiam missam 
facere cogebar, quod consilium eo facilius exsecutus sum, 
quo magis jam diu cupiebam, ad rerum mathematicarum et 
philosophiae studia me conferre. Qua re vere anni 
MDCCCLXXXXIV universitatem adii Berolinensem et, 
facultati pliilosophorum adscriptus, per quinque annos 
in primis audivi viros doctissimos Fuchs, Schwarz, 
Frobenius, Knoblauch, Dilthey, Lasson, Simmel. 



Thesen. 



Bei den successiven Erweiterungen des Zahlengebietes 
ist ^s unzulässig, die Definition der neuen Zahlen allein 
aus dem Princip der Permanenz zu deducieren. 

II. 

Eine einwandfreie Theorie der Irrationalzahlen ist nur 
unter der Voraussetzung möglich, dass der Quantitätsbegriff 
in einem, von dem gewöhnlichen vollständig abweichenden 
Sinne interpretiert wird. 

III. 

Die Auflösung der geometrischen Anschauung in die 
Categorieen des begrifllichen Denkens ist nicht mit derjenigen 
Strenge vollziehbar, welche sich in den Disciplinen der 
reinen Mathematik erreichen lässt. 



